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Yorwort. 



Im vorliegenden Werke handelt es sich darum, eine möglichst 
scharfe Entwicklung der allgemeinen Gesetze elastischer oder wirk- 
licher Körper im Anschlüsse einerseits an die elementaren Lehren 
der Mechanik und andererseits an die Anwendungsgebiete der Physik 
und Technik zu liefern. Welche Ausdehnung diese Anwendungs- 
gebiete bereits erlangt haben, braucht nicht erst hervorgehoben zu 
werden, die Festigkeitslehre, Wärmelehre, Hydrodynamik, Akustik, 
Optik u. s. w. gehören dazu. Um so mehr muss es auffallen, wie 
wenig Beachtung der Feststellung und Durchdringung gerade der 
allgemeinen Beziehungen seit Zatne gewidmet wurde. Man 'beschäftigte 
sich mit zahlreichen Specialproblemen, welche in der That den wesent- 
lichen Inhalt der üblichen Untersuchungen elastischer Körper aus- 
machen. 

Schon bei Beginn unserer Bearbeitung des Gegenstandes zeigte 
sich, dass eine systematische Darstellung ohne umfassende neue 
Untersuchungen, ja selbst ohne Einführung neuer Begriffe und Func- 
tionen gar nicht möglich sei. Ein Blick auf das Inhaltsverzeichniss 
wird den Eingeweihten ^ darüber aufklären. Auch die am meisten 
behandelten Beziehungen zwischen stetigen Verschiebungen und 
stetigen Spannungen sind von so beschränkter Gültigkeit und viel- 
fach so unsicher formulirt, dass sie ohne theilweise Bestätigung 
durch die Erfahrung eine wenig zuverlässige Grundlage für weit- 
gehende Schlüsse abgeben würden. Gewöhnlich hat man von vorn- 
herein nur gewisse verschwindend kleine stetige Verschiebungen im 
Gleichgewichte befindlicher isotroper fester Körper von constanter 
Temperatur mit stetigen Oberflächenkräften, nebst den davon her- 
rührenden stetigen Spannungen, im Auge und schon die Orientirung 
im Baume ist misslich. 

Was von allgemeinen Lehren existirt, findet sich verhältniss- 
mässig vollständig und ausgezeichnet klar bei Lame, wo also an- 
geknüpft werden konnte. Nach verschiedenen Richtungen haben 
uns die Schriften von Beer, Grashof, Kirchhoff und Anderen wesent- 
lichen Nutzen gewährt. Eigentliche Anwendungsprobleme sind von 



IV Vorwort. 

den folgenden Entwicklungen ausgeschlossen. Dieselben gehören 
nicht nothwendig zur Sache, lassen sich nach sehr verschiedenen 
Gesichtspunkten wählen , werden anderwärts ausführlich behandelt 
und beruhen meistens auf Voraussetzungen, deren Berechtigung sich 
nur vom Standpunkte ihrer Wissenschaften beurtheilen lässt. Für 
Denjenigen, welcher die Grundgesetze als Werkzeuge zu selbststän- 
digen Arbeiten sucht, wirkt ihr Zwischenstreuen störend und auf 
den Anfänger beim Selbststudium verwirrend. 

Indessen ist zuzugeben, dass Beispiele und Anwendungen zur 
Klarstellung der allgemeinen Gesetze nützlich und selten entbehr- 
lich sind. Aus diesem Grunde soll der vorliegenden Darstellung 
der Grundlehren in Bälde eine Sammlung von „Aufgaben zur Theorie 
elastischer Körper*' folgen. Hier wird sich Gelegenheit bieten, auch 
besonderen Bedürfnissen entgegenzukommen und manche weitere 
Untersuchung auf allgemeinem Gebiete vorzunehmen. Man kann 
dann auswählen, ohne Lücken im grundlegenden Entwicklungsgange 
befürchten zu müssen. 

Von mathematischen Vorkenntnissen nehmen wir soviel in An- 
spruch, als" sich Jeder auf den Mittelschulen oder doch nach ein- 
jährigem Besuche der Hochschule erworben haben kann. 

Stuttgart, im Januar 1884. 

Der Verfasser. 
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I. Abschnitt. 
Grundbegriffe. 

Jede von einem Punkte m aus mögliehe liichtung kann man 
sich dargestellt denken durch eine Gerade g, welche in m beginnt 
und deren Sinn (Beschreibungssinn, Pfeil) von m weggewendet ist. 
Den Winkel, welchen g mit einer anderen Richtung ^^ einschliesst, 
werden wir im Allgemeinen durch (^^o) bezeichnen, womit zugleich 
angedeutet ist, dass der Winkel von ^q aus nach g hin beschrieben 
sein soll. Nach Festsetzung des positiven Drehungssinns der Winkel 
ist (^^o) =* — (^0^)- Kommt der Winkel von g mit einer anderen, 
nicht auf m bezogenen Richtung in Frage, so denken wir uns die 
letztere unter Beibehaltung ihres Sinnes parallel mit sich selbst 
von m aus angetragen. Bei Coordinatenaxen sind positive und ne- 
gative Axenrichtungen zu unterscheiden. Bedeuten x, y, z die 
Coordinaten, so werden unter den Richtungen x, y, immer die 
positiven Axenrichtungen verstanden sein. 

Die Lage eines Punktes n gegen m ist bestimmt durch die 
Entfernung l beider Punkte und die Richtung g des Punktes m, 
wobei der den Sinn von g andeutende Pfeil von m aus auf n hin- 
weist. Zwei Punkte n und v, welche mit m in gleicher Richtungs- 
linie liegen, können noch entgegengesetzte Richtungen haben. Nennt 
man l cos {gg^ die Prqjection von l für die Richtung ^q, so findet 
sich deren Werth positiv oder negativ, je nachdem die geometrische 
Projection von l auf die Richtungslinie von gQ in die Richtung gQ 
selbst oder in die entgegengesetzte Richtung fallt. Wir können in 
diesem Sinne die einer Richtung ^q entgegengesetzte Richtung als 
negative Richtung gQ bezeichnen. 

Die Entfernung l der Punkte m, w ist eine absolute Grösse, 
die Richtung g von n müssen wir nach ihren Winkeln mit andern 
Richtungen, z. B. den Richtungen x, y, z eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems beurtheilen. Dasselbe mag in „Ruhe" oder in Be- 
wegung sein, Entfernung und Richtung von n sind in jedem Augen- 
blicke eindeutig bestimmt durch die Projectionen l cos (gx), l cos {gy), 

Weyrauch, Theorie elastischer Körper. 1 



2 Erster Abschnitt. — § 1. 

l COS (g0)j wobei der positive Drehungssinn jedes einzeln Winkels 
beliebig gewählt werden kann. Die Projectionen haben positive 
oder negative Werthe, je nachdem sie von m aus in den positiven 
oder negativen Richtungen x^ y, z liegen. 

Was bis jetzt für die lagebestimmenden Elemente 2, g eines 
Punktes n gesagt wurde, gilt ganz ebenso für beliebige «.ndere 
Grössen, welche sich von einem Punkte m aus durch Strecken l 
verschiedener Richtungen darstellen lassen. 

Um bei Ansatz von Gleichungen consequent zu verfahren, 
wählen wir die Goordinatenaxen stets so, dass für einen gegen die 
Richtung x oder y, z nach dem Coordinatenursprunge gewendeten 
Beobachter der Schenkel g den Winkel (^^o) =* ^V) l^^zw. {xz)y 
{yx) wie der Zeiger der Uhr rechts herum beschreibt. Auch andere 
Winkel {gg^, sowie Winkelgeschwindigkeiten, Momente u. s. w. 
werden wir hinsichtlich solcher ihrer Ebene senkrechter Richtungen 
h als positiv betrachten, von welchen aus gesehen der Drehungs- 
sinn des den Winkel beschreibenden Schenkels, der Geschwindigkeit, 
des Moments u. s. w. wie die Bewegung des Uhrzeigers rechtsläufig ist. 

§ 1. Materielle Systeme. Körper. 

Wird eine beliebige Zusammenstellung materieller Punkte aus- 
schliesslich andrer der Betrachtung unterworfen, so pflegt mau ihre 

» Gesammtheit ein materielles 

System zu nennen. Zwischen 
den Theilen des Systems unter 
sich wie zwischen solchen und 
nicht zum System gehörigen 
Punkten können Kräfte wirken. 
Erstere heissen innere Kräfte, 
letztere äussere Kräfte, 

Jeder Theil s eines Systems S 
lässt sich als neues System 
*'*8 1- behandeln, in welchem Falle 

alle Kräfte, welche von dem Reste S — s des ursprünglichen Systems 
auf das Theilsystem s wirken, in Bezug auf dieses zu den äusseren 
Kräften gehören, während sie in Hinsicht S innere Kräfte waren. 
In Fig. 1 sind für das ganze System S die im Schnitte angedeu- 
teten Kräfte innere Kräfte, alle übrigen äussere Kräfte. Für das 
Theilsystem s hat man die durchkreuzten und für das Theilsystem 
S — 5 die nicht durchkreuzten Kräfte zu den äusseren zu rechnen. 
Als Körper im weiteren Sinne wird jedes materielle System 
bezeichnet. Gewöhnlich versteht man jedoch unter Körpern speciell 
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solche Theile der Materie, deren Elemente, abgesehen von den mole- 
kularer Beschaffenheit entsprechenden Zwischenräumen, einen durch 
beliebig viele Flächen eingeschlossenen Raum ausfüllen. Die ein- 
grenzenden Flächen heissen dann Oberfläche des Körpers, während 
der eingegrenzte Raum das Volumen des Körpers genannt wird. 
So wollen wir den Begriff Körper in der Folge auffassen. 

Wird durch einen Körper ein mathematischer Schnitt gelegt, so 
kann man sich in demselben zwei Flächen zusammen hängen denken. 
Wie jede von einem Punkte m aus mögliche Richtung durch eine 
Gerade g dargestellt wurde, welche in m beginnt und deren Sinn 
(Pfeil) von m weggerichtet ist, so lässt sich die Lage jedes einem 
Punkte m anliegenden Flächenelements fn nach seiner in m begin- 
nenden, das Flächenelement selbst durchdringenden Normalenrichtung 
g = n beurtheilen. Während die Stellung eines Schnittelements durch 
m mit der zu ihm normalen Richtungslinie nv vollständig bestimmt 
ist, trifft dies für die Lage eines Flächenelements hei m nicht zu und 
sind die beiden im Schnittelemente nv zusammenhängenden Flächen- 
elemente fnj fv nach ihren Normalenrichtungen g = n und g=v 
zu unterscheiden. Man hat, wenn a?, y, irgend welche Richtungen 

bedeuten, 

cos(vir) = — cos{nx) 

cos (yy) =. — cos (w y) 

C0s(v;2f) = CO3(n0). 

Die äusseren Kräfte, welche an einem Körper angreifen, können 
Massenkräfte oder OberflächenJcräfle sein. Erstere wirken auf die 
Massentheilchen ohne Rücksicht auf die Begrenzung des Körpers 
(wie die Erdanziehung, Centrifugalkraft, Ergänzungskräfte der re- 
lativen Bewegung), letztere beeinflussen die Oberflächentheilchen 
unabhängig von den gerade anliegenden Massenpunkten (wie der 
Atmosphärendruck, Reibungen, Stützenreactionen), sie rühren von 
angrenzenden fremden Körpern her. Die Massenkräfte per Massen- 
einheit heissen spedfische Massenkräfte und jede Flächenkraft per 
Flächeneinheit wird spedfische Flächenkraft genannt. Da man die 
auf ein Flächen dement wirkende Kraft in eine Normxilkraft und 
eine Tangentialkraft zerlegen kann, so darf auch von specifischer 
Normalkraft und specifischer Tangentialkraft die Rede sein. Die 
Normalkraft wirkt, als Zug oder Druck, je nachdem sie das 
afficirte Flächenelement von dem anliegenden wegzuziehen oder 
gegen dasselbe hinzudrücken sucht. Per Flächeneinheit haben wir 
specifischen Zug und specifischen Druck. 

Um dem jetzt festgelegten Begriffe der Oberflächenkräfte ge- 
recht zu werden, fassen wir die Oberfläche eines Körpers als Grenz- 

1* 
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schnitt verschiedener Systeme auf, der von beiden Seiten mit 
Flächenelementen entgegengesetzter Normalenrichtungen belegt ist. 
Die Oberflächenkräfte entsprechen den ausserhalb des Grenzschnitts 
gelegenen Flächenelementen und da wir es mit Oberflächenelementen 
stets nur in Verbindung mit Oberflächenkräften zu thun haben, so 
ist für die Zukunft jede weitere Ueberlegung überflüssig, wenn all- 
gemein die vom Körper nach Aussen gerichteten Normalen als 
Normalenrichtungen n der Oberflächenelemente betrachtet werden. 

Die Theilchen eines Körpers haben eine innere Bewegung, wenn 
sie ihre Lagen gegen einander ändern, sie haben in Bezug auf einen 
nicht zum System gehörigen Punkt p eine äussere Bewegung, wenn 
sie ihre Lage hinsichtlich dieses Punktes ändern. Je nachdem es 
sich um Untersuchung der einen oder anderen Bewegung handelt, 
pflegt man dem Coordinatensystem eine feste Lage gegen die anföng- 
liehe Gruppirung der Theilchen oder aber gegen Punkt p zu geben. 
Alle Bewegungen sind eingeschlossen, wenn nicht nur den Körper- 
punkten, sondern auch dem Coordinatensystem eine beliebige Be- 
wegung zugeschrieben wird, in welchem Falle aber die auf das 
Coordinatensystem bezogene, durch die Winkel (gx), {gy), {gz) be- 
stimmte relative Richtung g von der Bewegung des Coordinaten- 
systems mit abhängt. 

Denkt man sich einen Körper in einem beliebigen Augenblicke 
in lauter unendlich kleine Theilchen zerlegt, so entspricht jedem 
dieser Körperelemente neben bestimmten räumlichen Verhältnissen 
auch eine bestimmte Masse. Man kann - nun bei Untersuchung 
irgend welcher Veränderungen im Körper die eingetheilten Mctssen- 
demente verfolgen, welche im Allgemeinen Volumen, Form und Ort 
ändern, oder die eingetheilten Volumenelemente ins Auge fassen, 
welche im Allgemeinen wechselnde Massen enthalten. 

§ 2. Elastioität der Körper. 

Ein Körper würde al& starr zu gelten haben, wenn keinerlei 
Ursachen eine Aenderung der relativen Lagen irgend welcher 
Theile oder Theilchen desselben bewirken könnten. Alle beobach- 
teten Körper lassen jedoch solche Aenderungen zu. Man kann also 
unter Voraussetzung starrer Körper im Allgemeinen nur Annähe- 
rungen an die Wirklichkeit erhalten. 

Als Elastidtät bezeichnet man das Streben der Körper, gewisse 
durch äussere Kräfte hervorgerufene Gruppirungsänderungen der 
Theilchen wieder rückgängig zu machen, oder auch die Fähigkeit 
zur Wiederherstellung der ursprünglichen Gruppirung nach Ent- 
fernung der äusseren Kräfte. Die Kräfte, welche darauf hinarbeiten. 
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und von der Einwirkung der Theilchen auf einander herrühren, 
heissen elastische Kräfte, die Bewegungen, welche damit verbunden 
sind, nennt man elastische Bewegungen, und die rückgängig werden- 
den Veränderungen elastische Veränderimgen im Gegensatze zu Ueiben- 
den Veränderungen. ^ 

Ein Körper heisst vollkommen elastisch oder vollkommen unelastisch, 
je nachdem angenommen wird, dass die betrachteteten Gruppirungs- 
änderungen wieder vollständig verschwinden oder vollständig bleiben. 
In allen anderen Fällen hat man es mit unvollkommen elastischen 
Körpern zu thun. Ob überhaupt vollkommen verschwindende Grup- 
pirungsänderungen vorkommen, gilt bei festen Körpern für zweifel- 
haft; in der Elasticitätstheorie nimmt man es an, 'so lange die er- 
zeugenden Kräfte ein gewisses Maass, die Elasticitätsgrenise, nicht 
überschreiten. 

Die mit bestimmten äusseren Kräften erreichbare elastische 
Gruppirungsänderung tritt vielfach nicht sofort vollständig ein. 
Man hat bei festen Körpern unter constanten äusseren Kräften noch 
nach Tagen und Monaten kleine Formänderungen beobachtet. 
Ebenso brauchen die Theilchen nach Entfernung der äusseren Kräfte 
längere Zeit, bis sie wieder vollständig zur Euhe kommen. Diese 
Erscheinungen sind noch nicht genügend erklärt, man bezeichnet 
sie als elastische Nachmrkung. 

Ein Körper heisst homogen^ wenn er in allen Punkten gleiche 
Dichtigkeit und (gleichen Ursachen gegenüber) das gleiche elastische 
Verhalten zeigt, so dass Dichtigkeit und Elasticität keine Functionen 
der Coordinaten sind, andernfalls heisst er heterogen. Der Körper 
ist isotrop, wenn er in jedem Punkte nach allen Richtungen das 
gleiche elastische Verhalten zeigt, so dass die Elasticität keine 
Function der Richtung ist, im anderen Falle wird er als heterotrop 
oder anisotrop bezeichnet. Ist das elastische Verhalten in einem 
Punkte für alle diejenigen Richtungen dasselbe, welche mit einer 
bestimmten Richtung g irgend welche numerisch gleiche Winkel 
einschliessen, so heisst g eine JElasticitätsaxe in diesem Punkte. Bei 
isotropen Körpern haben wir in jedem Punkte unendlich viele 
Elasticitätsaxen. 

Untersuchungen für nicht starre Körper dürfen dann unter 
Voraussetzung starrer Körper geführt werden, wenn der Einfluss 
der Gruppirungsänderungen der Theilchen auf die zu bestimmenden 
Grössen klein genug ist, um vernachlässigt werden zu können. 
Aber auch in solchen Fällen kann es nöthig sein, die elastischen 
Veränderungen mit in Betracht zu ziehen, wenn nämlich die durch 
die allgemeine Mechanik gelieferten Beziehungen für starre Körper 
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zur Lösung uicht ausreichen, sondern die verlangten Grössen nur 
unter Zuhülfenahme von Gleichungen bestimmbar sind, in welchen 
Glieder von höherer Ordnung als die den elastischen Veränderungen 
entsprechenden nicht vorkommen. Die von der Mechanik gelieferten 
Bezieh ungeB, in welchen die von den Gruppirungsänderungen her- 
rührenden Glieder verFchwinden, bleiben daneben natürlich doch 
bestehen, es können Widersprüche durch Mitberücksichtigung der 
Elasticitätsverhältnisse nicht auftreten. 

§ 3. Spannungen. 

Infolge Einwirkung der äusseren Kräfte und anderer Ursachen 
entstehen bei allen Körpern innere Kräfte, welche für die in belie- 
gen gedachten Schnitten und Schnittelementen zusammenliegenden 
Flächen irgend welche Flächenkräfte erzeugen und so auch die 
Wirkung der äusseren Kräfte weitertragen. Die Beanspruchungen 
per Quadrateinheit oder specifischen Flächenkräfbe hierbei sollen 
allgemein Spannungen heissen. Wir können dann auch von Normair 

Spannungen^ Tangeniialspan- 
nungen und Totalspannungen 
sprechen und Spannungscom- 
ponenten nach beliebigen 
Richtungen durch Zerlegung 
ableiten. Die Normalspan- 
nungen suchen die in einem 
Schnittelemente zusammen- 
hängenden Flächenelemente 
aus einander zu ziehen oder 
gegen einander zu drücken 
und werden daher in Zug- 
spannungen und Druclcspan- 
nungen unterschieden; die 
Tangentialspannuugen suchen 
die fraglichen Flächenele- 
mente längs einander zu ver- 
schieben und werden auch 
Schubspannungen genannt. 
Als Bichtung einer Kraft 
bei m soll die von m aus im Wirkungssinne der Kraft gezogene 
Richtung g gelten. Die Richtung r der Totalspannung B„ auf ein 
m anliegendes Flächenelement fn wird dann das letztere selbst 
treffen oder nicht, je nachdem Bn das Flächenelement fn von dem 
anliegenden /i zu entfernen oder diesem zu nähern sucht, je nach- 
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dem also die Normalcomponente Nx Zug oder Druck bedeutet. 
Neunen wir nun Nn im ersten Falle positiv, im zweiten negativ, 
bezeichnen die resultirende Schubspannung durch T„ und fassen 
Bnj Tn als Absolutwerthe auf, so folgen (Fig. 2) 

(1) Nn = BnCOB (m), Tn^ = JB„^ - JV«^ = En^ siu^ (rw). 

Es seien x, y^ z beliebige zu einander senkrechte Richtungen. 
Dann hat man die Componenten von i2„ in denselben bezw. 

(2) Xn = Bn cos (rx) , Yn = Bn COS (ry) , Zn = Bn cos {r0) , 
die ToialspannuDg ist der Absolutwerth 

(3) Bn = yXn' + Tn' + Zn' , 

und für die Componenten der Schubspannung Tn in den Richtungen 
Xj y, und ihre Richtung t bestehen die Gleichungen 

Tn cos (tx) = Xn — Nn COS {nx)j 

(4) Tn cos (fy) = Yn — Nn cos (ny), 

Tn cos (^;8f) = Zn — ^n COS (flli). 

Für den Winkel der Richtung r mit einer beliebigen Richtung 
s gibt die analytische Geometrie 

COS (rs) = COS (rx) cos (srr) + cos [ry) cos (sy) + cos {r0) cos (s;8f). 

Hieraus folgt durch Einführen der Cosinuswerthe (2) die Projection 
oder resultirende Compenente von Bn in der Richtung s 

(5) Sn = Bn cos (rs) == Xn COS (sx) + Yn COS (sj/) + Z« COS (5^) 

und beispielsweise die Normalspannung mit s = n 

(6) Nn = Xn cos («a;) + Yn cos (wy) + Zn cos (w^). 

Für beliebige in der Ebene des Flächenelements wirkende Com- 
ponenten der Schubspannung Tn wäre in (5) cos (ns) = 0. 

Kennt man für ein Flächenelement die Spannungscomponenten 
Xn, Tn, Zn nach drei zu einander senkrechten Richtungen a?, y, z, 
so lassen sich Grösse und Richtung der Totalspannung Bn aus (2) 
(3), Grösse und Vorzeichen der Normalspannung Nn aus (1) oder 
(6), Grösse und Richtung der Schubspannung Tn aus (4) und die 
resultirenden Spannungscomponenten Sn nach beliebigen Richtungen 
s aus (5) berechnen. Sn ergibt sich positiv oder negativ, je nach- 
dem der Wirkungssinn dieser Kraft mit der Richtung s überein- 
stimmt oder ihr entgegengesetzt ist (je nachdem die Projection der 
Totalspannung Bn auf die Richtungslinie von s in der Richtung s 
selbst liegt oder nicht). Mit dieser Auffassung negativer Span- 
nungen Sn entspricht in obigen Gleichungen die Hauptbezeichnung 
einer Spannung deren Richtung ^, während der Index die Normalen- 
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richtung n des afficirten Flächenelements angibt. Bei Nornial- 
spannungen stimmen beide Buchstaben der Bezeichnung überein. 

Werden für zwei dem Punkte m anliegende Flächenelemente 
beliebiger Normalenrichtungen n, s die Richtungen r der Total- 
spannungen Rn, üs durch n, S bezeichnet und 

(7) Pns = X„X, + Yn r, + ZnZ, 

gesetzt, dann folgt mit Rücksicht auf (2) und den dem obenstehen- 
den Ausdruck für co8(rs) analogen für cos(nö) 
(8) Pns = BnRs cos (xi^). 

Findet sich beispielsweise P„, = 0, dann wirken JB«, ü» senkrecht 
zu einander. Die Summe der Projectionen oder resultirenden Com- 
ponenten von Bn in der Richtung s und von U, in der Richtung n ist 

O^ = Sn + Ns = Bn COS (Xls) + E, COS (§w). 

Aus (7) — (9) aber folgen mit s = n 

(10) Pnn=Bn^ Gnn = 2Nn. 

Die hier aufgestellten Gleichungen gelten nicht nur für Flächen- 
kräfte im Innern eines Körpers, sondern für ganz beliebige Flächen- 
kräfte und beispielsweise auch für die specifischen Oberflächenkräfte. 

§ 4. Verrückungen. Versohiebungen. 

Wir nehmen ein beliebig bewegtes rechtwinkliges Coordinaten- 
system an. Zu Anfang unserer Betrachtung lag der Punkt m bei 
a?, «/, und von ihm aus in der auf das Coordinatensystem bezogenen 
Richtung g = n ein. Punkt n um die beliebige Strecke mn = An 
entfernt. Infolge irgend welcher Ursachen ist m nach a? + | 
2/ + ^, z '\- t gerathen, während sich n in den Richtungen a?, y, z 
um li, %, gl fortbewegt hat. Die Wege der Punkte m, n in Hin- 
sicht des angenommenen Coordinatensystems werden auch Ver- 
rückungen genannt, während die relativen Wege von m gegen n 
per Einheit der ursprünglichen Entfernung mn Verschiebungen heissen 
sollen. Um aus den Verschiebungen von n gegen m die entsprechen- 
den relativen Wege zu erhalten, hat man einfach mit der ursprüng- 
lichen Entfernung mn zu multipliciren. Verrückungen und Ver- 
schiebungen können ganz wie Kräfte in Componenten zerlegt werden 
und ist z. B. die resultirende Componente der Verrückung von m 
in beliebiger Richtung s 

(1) ^ = I cos {sx) + ^ cos {sy) + g cos {sz), 

während die Richtung r der als Absolutwerth aufgefassten Total- 
verrückung 

(2) Q = y¥T¥+f 
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bestimmt ist durch die Gleichungen 

(3) i = Q cos (rx), ij = ^ cos (ry), g = p cos (rz). 

Negative Verrückungen in gegebenen Richtungen g sind analog 
negativen Spannungen zu beurtheilen. 

Sind die Punkte m, n aus den anfänglich eingenommenen Orten 
Wq, Hq nach mn^ gelangt und denkt man sich von m aus in der 
ursprünglichen Richtung g = n des Punktes n die Entfernung 
mo^o =s mn angetragen, so ist ww^ der Weg, welchen n hinsichtlich 
m zurückgelegt hat. In 
Fig. 3 ist die Darstellung 
dieser Verhältnisse der 
Klarheit halber auf die 
Ebene beschränkt. Ver- 
längert man die Gerade 
mn bis zum Punkte p, 
auf welchen das Perpen- 
dikel aus fii triffk, so sind 
np und ptii die relativen 
Wege des Punktes n in 
der ursprünglichen Rich- 
tung und senkrecht zur 
selben. Wir nennen nun 



np 



mn 
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tn 
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mn 
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bezw. die Normalverschiebtingj Transversalverschiebung und Total- 
Verschiebung. Da die Richtung des Punktes n von m aus auf ein 
Coordinatensystem bezogen ist, so werden w„, ^n/ ^« von der re- 
lativen Bewegung der Punkte m, n in Hinsicht desselben abhängig. 
Als Richtung einer Verschiebung von n gegen m soll die von m 
aus parallel und im Sinne der relativen Bewegung von n hinsichtlich 
m gezogene Richtung g gelten. Fassen wir r»; 4 als Absolutwerthe 
auf, bezeichnen ihre Richtungen durch r, t und nennen w„ positiv 
oder negativ, je nachdem die entsprechende Bewegung in der ur- 
sprünglichen Richtung von n oder entgegengesetzt derselben statt- 
gefunden hat, dann folgen 

(4) w„ = r„ cos (rn), C = ^«^ — n^ = r»^ sin^ {rn). 

Setzen wir zur Abkürzung 

gl — I = Ag, fi^ — fi = Afi, gl - g = A?, 

so ergeben sich die Componenten von r^'in den Richtungen x, y, z 
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(5) 



^5 / X 



Die Totalverschiebung ist der Absolutwerth 



2 



(6) Tn = l/o;;^ + y/ + ;5, 

und die Richtung t der Transversalschiebung wie ihre Componenten 
in den Richtungen x, y, z sind bestimmt durch die Gleichungen 

tn cos {tx) = Xn — n» COS (nx) 

(7) tn COS (/y) = yn'- nn cos (»y) 

^» cos (tz) = 0n — f^n COS (W;8l). 

Für den Winkel der Richtung r mit einer beliebigen Richtung 5 
hat man 

COS (rs) == cos {rx) cos {sx) + cos (ry) cos (5y) + cos {rz) cos (s^). 

Hieraus folgt nach Einsetzen der Cosinuswerthe (5) die Projection 
oder resultirende Componente von r„ in der Richtung s 

(8) Sn = Tn COS (rs) = o;» cos {sx) rf y» cos {sy) + ^„ (5^) 
und beispielsweise die Normalverschiebung mit s = n 

(9) n« = a?n cos {nx) + y« cos (ny) + ^» cos (w;8i). 

Sind die Verschiebungscomponenten von n gegen m für irgend 
drei zu einander senkrechte Richtungen bekannt^ so ergeben sich 
die Grösse und Richtung der Totalverschiebung aus (5), (6), Grösse 
und Vorzeichen der Normalverschiebung w« aus (4) oder (9), Grösse 
und Richtung der Transversalverschiebung aus (7) und die resul- 
tirende Verschiebungscomponente s„ in beliebiger Richtung 5 nach (8). 
Negative Verschiebungen s« sind analog negativen Spannungen auf- 
zufassen. In obigen Gleichungen entspricht die Hauptbezeichnung 
einer Verschiebung deren Richtung g^ während der Index die 
ursprüngliche Richtung des verschobenen Punktes angibt. Für 
Normalverschiebungen stimmen Hauptbezeichnung und Index überein. 

§ 5. Dehnung. Drehungen. 

Wir bleiben bei den Verschiebungen des § 4. Setzt man die 
neue Entfernung der Funkte m, n 

mfii = (1 + en)fnn, 

dann soll €n die Dehnung der Verbindungslinie mn heissen^ es ist 
deren Längenänderuog per Einheit der anfänglichen Länge. Aus 

{mn^y = {liui + npf + {pn^y 
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folgt durch Division mit {mrif die Beziehung 

(1) (1 + e^y = (1 + nnY + C = 1 + 2nn + r^ 

Für den Winkel der neuen Richtung des Punktes n mit dessen an- 
fänglicher Richtung hat man (Fig. 3) 

1 + n t^ 

(2) cos (n^n) = t+^> ^^^' (**i**) = TiTO^' 

und werden die anfänglichen Goordinatendifferenzen der Punkte 
w, m durch Aa?, Ay, A^e: bezeichnet, so ist die neue Richtung n^ 
bestimmt durch die Gleichungen 

/ N Aa; + A| , v Ay + A?? 

, V A<8r + Af 

COS (w.^) == .^ ' V . — • 

Dieselben gehen wegen 

/ V Aä , V Ay r \ ^^ 

cos (wa?) = ^ , cos (ny) = ^ , cos (n^) = ^ 

und mit Rücksicht auf § 4, (5) über in die folgenden 

(1 + ßn) cos {n^X) = cos {nx) -{- Xn= an, 

(3) (1 + ßn) cos (Wij/) = cos (ny) + yn = K, 

(1 + e») cos (Ui^) = cos (W;gf) + 0n= Cn] 

o>ny 6n, c„ siud dic Projectionen oder resultirenden Componenten von 
1 4" ^« iii den Richtungen Xy y, 0. ^ 

Es sei h diejenige von m ausgehende Richtung senkrecht zur 
Ebene nn^y von welcher aus gesehen der Winkel (w^n) in positivem 
Sinne beschrieben erscheint. Dann sollen 

(4) ix = tn cos {hx)j iy = tn cos (hy), i, = tn cos (hi)j 

(5) is = t„ cos (hs) 

die Drehtmgen des Punktes »^ um Axen in den Richtungen x, y, ;8f, s 
durch m heissen. Der Name ist deshalb gewählt, weil in dem spe- 
ciellen aber wichtigen Falle, dass die Transversal Verschiebung tn 
gegen 1 verschwindet, diese den Winkelweg des Punktes n um eine 
Axe in der Richtung h darstellt, während gleichzeitig nach einem 
bekannten Satze über die Zerlegung kleiner Drehungen die Com- 
ponenten von tn für Axen in den Richtungen a?, y, z, s durch m 
wie in (4), (5) ausgedrückt sind. Mit Rücksicht auf bekannte 
Formeln der analytischen Geometrie können wir auch schreiben 

ix sin (wjw) = tn [cos {ny) cos (niz) — cos (nz) cos (w^y)] 
ij sin (n^n) = tn [cos (nz) cos (n^x) — cos (nx) cos (wj;?)] 
ig sin (Wjn) = tn [cos (nx) cos (w^y) — cos (ny) cos (n^x)] 
i» = tn [cos (hx) cos (sx) + cos (Ay) cos (sy) + cos (ä;?) cos (s0)j. 
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Substituirt man in diese Gleichungen cos («ja?), co8(n,y), cos (n^z) 
nach (3), sin (w^w) mit positivem Vorzeichen nach (2) und berück- 
sichtigt (4), so folgen 

j ix = ^n cos (ny) — y„ cos (nz), 

(6) I iy = Xn cos {nz) — Zn cos (nx), 

« iz = Vn cos (wrc) — Xn cos (wy), 

(7) i, = 4 cos (sa?) + iy cos (sy) + i cos (sis). 

In (6) kann man zufolge (3) auch a„, 6», c» an Stelle von Xn, 
ifm ßft setzen und mit Rücksicht auf § 4, (5) bis (7) lassen sich die 
Drehungen durch die Totalverschiebungen r„ oder Transversal- 
verschiebungen tn und deren Richtungscosinusse ausdrücken. Aus 
(4) folgt 

(8) ij + iy« + i,2 = tn' = Tn' - nn^ = (1 + Cn)' - (1 + W.)*« 

Multiplicirt man die Gleichungen (6) bezw. mit cos (nx), cos (ny\ 
cos (nz) und addirt, so entsteht 

(9) in = ia: COS (flx) + iy COS (wj/) + h COS (WjP) = 0, 

wie übrigens wegen n JLh schon aus (5), (7) folgt. Durch Multi- 
plication von (6) mit Xn, ynj ^n und Addition folgt die Beziehung 

(10) Xnix + J/n ^y + »niz — 0, 

welche sich auch mit s = r, < aus (5), (7) ergibt^ wenn r und t die 
zu h senkrechten Richtungen der Totalverschiebung und Transversal- 
verschiebung bedeuten (§ 4). Nach (6) haben wir speciell für 
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Hat für einen Punkt der anfänglichen Richtung n keine Deh- 
nung stattgefunden y so folgen mit e« = bei noth wendig nega- 
tivem Un 

(11) tn^ = — 2nn + nj, r„^= — 2wn, cos («^n) = 1 + w«, 

Xn = COS (n^o;) — cos (nx), 
yn = cos {n^y) — cos {ny), 
en = cos («li?) — cos {ng). 

Hat keine Normal Verschiebung stattgefunden, dann gelten mit »«=0 
bei immer positivem e, 

(13) ^,*=r„*=2c+e„*, (l + c„)*=l + #„», cos(n,«)=l:(l + c,), 

(14) a;„ = 4 cos (^a;), y» = #„ cos (<»/), ;?„ = ^„ cos (f ;?). 



(12) 
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Hat schiesslich keine Transversalverschiebung oder Drehung statt- 
gefunden, so werden mit ^» = 

(15) e„ = Wn, rn^ = nn^, (n^n) = 0, 

(16) Xn == w» cos {nx)y y„ = w„ cos (ny), Zn = w„ cos (nz). 

§ 6. Schiebung. Gleitongen. 

Was sich bis jetzt über die relative Bewegung eines Punktes n 
hinsichtlich eines andern Punktes m ergeben hat, gilt auch für be- 
liebige Punkte eines materiellen Systems. Zu weiterer Elarlegung 
der Verschiebungsverhältnisse empfiehlt es sich, noch die folgenden 
Functionen g«», <7n«, Pns einzuführen. 

Es seien in Bezug auf Punkt m die anfanglichen Richtungen 
zweier Punkte w, 5 wie diese selbst, ihre Totalverschiebungen durch 
Yny Ts und deren Richtungen r durch n, § bezeichnet. Für den 
Winkel, welchen die neuen Richtungen w^, s^ der Punkte w, s ein- 
schliessen, hat man 

cos {n^ s^) = cos (wj x) cos (s^ x) + cos (w^ y) cos (s^ y) + cos (w^ z) cos {s^ z). 

Durch Substitution der Cosinuswerthe § 5, (3) und der entsprechen- 
den für Si 

cos(sa;)+Ä-, C08(s2/) + i/, cos(s£;)+af^ 

cos(5,a;)=— ^_r ~ , cos(5ij/)= -^-^r:^- , cos{SiZ)= 

folgt die Gleichung 

(1 + en) (1 + ^s) cos (ni^i) = [cos (nx) + a;«] [cos (sx) + :rj 

+ [cos (ny) + j/;,] [cos (sy) + yj 
+ [cos (nz) -f ^«] [cos (s;8:) -f Zs] 

Führt man die rechts angedeuteten Multiplicationen aus und be- 
rücksichtigt die Formeln (5) (8) des § 4, sowie die dem obigen Aus- 
drucke für cos (wi^i) entsprechenden Ausdrücke für cos {ns) und 
cos (tt8), so entsteht 

(Vi K^ + ^") (^ + ^*) ^^^ (^i^i) "^ ^^^ (^^) + ^~ ^^^ (^^) 

1 + r, cos (§n) + ^n^s cos (n§). 

Wir setzen nun 

qn» = «n«« + 6n&* + CnC, — COS (ws) 

< 

= (1 + ßn) (1 + c) COS (wjSi) — COS ins), 
(3) ^„, = 5„ + n, = Tn COS (ns) + r, cos (gw), 

(4) i>«, = aJ„iC, -f 3/ny* + ZnZ, = rnn COS (it«) 

und haben dann 

(5) ffn* = //n* + i>* 



(2) 



'««' 
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Die Functionen g„„ g^j Pna kommen in der Folge sehr oft vor, 
weshalb wir bequeme Namen dafür haben müssen. Es sollen g^„, 
die Schiehung, gns die Normdlgleitung und jp«, die Totalgleitung der 
Punkte w, s hinsichtlich des Punktes m heissen. Wo man es nur 
mit einer der Grössen gnsj Pns zu thun hat, kann dieselbe natürlich 
kurz als Gleitung bezeichnet werden, gns ist die Summe der Pro- 
jectionen oder resultirenden Componenten von r„ in der Richtung s 
und von r, in der Richtung n. Wie die Verschiebungen r„, «„, f«, 
so sind auch gn», jp«» von der Bewegung der betrachteten Punkte 
m^n^s hinsichtlich des angenommenen Coordinatensystems abhängig^ 
sie können endliche Werthe annehmen, ohne dass die Punkte ihre 
Lagen gegeneinander, ihre von jedem Coordinatensystem unab- 
hängige Grujppirung ändern; die Dehnungen e» und Schiebungen ^«, 
dagegen sind lediglich durch Aenderungen dieser Gruppirung be- 
dingt, jede sonstige Bewegung der Gruppe ist ohne Einfluss auf sie. 

Multiplicirt man die Gleichungen (3) des § 5 bezw. mit cos (sx), 
cos (sy)y cos (sz) und die oben angeschriebenen Cosinusausdrücke 
bezw. mit cos (nx)^ cos (wy), cos (nz), so ergeben sich flir den 
Winkel der neuen Richtung von n mit der anfanglichen von s und 
für den Winkel der neuen Richtung von s mit der anfänglichen 
des Punktes n 



(6) { 

0) { 



(1 + ßn) COS (wis) = COS (ns) + 5, 



= ttn COS (SX) -f- in COS (sy) + Cn COS (sis\ 



(1 -|- ^«) COS (s^n) = cos (ns) -|- w« 



= a, cos (nx) + h cos (ny) + c, cos (njs). 



Specielle Fälle dieser Beziehungen bilden die Formeln § 5, (3) welche 
mit s = a?, y, aus (6) entstehen. 

Waren die anfänglichen Richtungen w, s zu einander senkrecht, 
so ist oben cos (ns) = 0, sind die neuen Richtungen w^, Sj^ zu ein- 
ander senkrecht, so wird g«« + cos (ns) = 0, und stehen die Rich- 
tungen n, § der Totalverschiebungen zu einander senkrecht, so hat 
man pns = 0. 

Haben für die Punkte w, s keine Dehnungen stattgefunden, so 
gelten neben § 5, (11), (12) 



(8) 



Qns = COS (WjSj) COS (ws), 

< 

gns = COS (n^s) -|- cos (s^n) — 2 cos (ns)] 

haben keine Normalverschiebungen stattgefunden, so finden sich 
neben § 5, (13), (14) 

(9) Pns = tnts cos (U^), gns = tn COS (Xis) + 4 COS (§w). 
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und haben keine Transversalverschiebungen stattgefunden, so «it- 
stehep ausser § 5, (15), (16) 

(10) Pns = n^Sn cos (ws), Qn» = (w„ + 5,) COS {us). 

Die Gruppirung der Punkte eines materiellen Systems hat keine 
Aenderung erfahren, wenn hinsichtlich irgend eines Systempunktes m 
für alle in beliebigen Anfangsrichtungen « gewesenen Punkte e» = 
und gleichzeitig für je zwei in beliebigen Richtungen ns gewesenen 
Punkte ^n« == ist. Da die Winkeländerungen und g„, von den 
Dehnungen herrühren, so genügt es auch, wenn alle Dehnungen der 
Entfernungen je zweier Punkte verschwinden. Die ausreichenden 
Bedingungen hierfür sind aus dem X. Abschnitt zu entnehmen. Für 
beliebig bewegte starre Körper sind stets alle Dehnungen und Schie- 
bungen gleich Null, womit dann r„^= — 2w„, ^'n, = — pns werden. 

Wird der Punkt s mit dem Punkte n identisch oder stimmen 
die Bewegungen zweier Punkte bis auf verschwindende Grossen 
überein, so folgen aus (3), (4) mit 5 = n 

(11) Pnn = Tn^, 9nn = 2w„. 

§ 7. Verschiebungsgeschwindigkeiten. 

Wir betrachten jetzt hinsichtlich eines zur Zeit t angenommenen 
beliebig bewegten Coordinatensystems die Bewegungen beliebiger 
Punkte im Zeitelement dt Dann sind alle Wege proportional den 
entsprechenden Geschwindigkeiten. Die augenblicklichen Geschwin- 
digkeiten in den Richtungen Xy y, z mögen für den Punkt m (x, y, z) 
durch M, Vy M? und für einen in beliebiger Richtung n um An ent- 
fernten Punkt n durch w^, ^;^, w^ bezeichnet sein. Die resultirende 
Geschwindigkeitscomponente von m in beliebiger Richtung s ist dann 

(1) 5 = w cos (sx) + V cos (sy) + w cos {sz) = ^ , 

während die Richtung r der als Absolutwerth aufzufassenden Total- 
geschwindigkeit 



(2) r^yu^+v' + w^ = 1^ 

bestimmt ist durch die Gleichungen 

^ 7] y 

(3) M = r cos {rx) == -ji) v = r cos {ry) = 37, w = r cos (rz) = — , 

ij Vf t} ^7 9 sind die in § 4 betrachteten Verrückungen. Negative 
Geschwindigkeiten in gegebenen Richtungen g sind analog negativen 
Verrückungen aufzufassen. 

Die Wege im Zeitelement dt hinsichtlich unseres Coordinaten- 
systems sind 
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in den Richtungen x y z 

für den Punkt m udt vdt tvdtj 
,, „ „ n u^dt v^dt w^dt 

Durch Subtraction und mit den Bezeichnungen 

At« = Wi -^ M, Av = t?! — Vy Aw = w^ — w 

folgen die relativen Wege von n gegen m in den Richtungen Xj y, z 

für die Zeit dt 

(4) AS = Awd^, Ai2 = Ai7e?^, Ag = AM;rff, 

sodass Aw, Av, Aw die entsprechenden relativen Geschwindigkeiten 
bedeuten. Wie hier die Wege in den Richtungen rr, y, z^ so lassen 
sich auch die relativen Wege von n gegen m in beliebigen Rich- 
tungen aus den gleichgerichteten Geschwindigkeiten beider Punkte 
bezüglich unseres CoordiDatensystems ableiten. 

Wir wollen nun aber nach Analogie mit den Verschiebungen 
die Geschwindigkeiten der relativen Bewegung von n gegen m pro 
Einheit der anfanglichen Entfernung An einführen. Dieselben sollen 
VerschidmngsgeschmndigJceiten heissen und sie ergeben sich, wenn 
man die wirklichen Geschwindigkeiten der relativen Bewegung von n 
gegen m durch A» oder die Verschiebungen durch dt dividirt. Um- 
gekehrt folgen aus irgend welchen Verschiebungsgeschwindigkeiten 
die gleichgerichteten Geschwindigkeiten der relativen Bewegung zur 
Zeit t durch Multiplication mit An, die gleichgerichteten Verschie- 
bungen im Zeitelement dt durch Multiplication mit dt und die gleich- 
gerichteten Wege im Zeitelement dt durch Multiplication mit An dt. 
Hinsichtlich der Richtungen der Verschiebungsgeschwindigkeiten ist 
auf das in § 4 für die Verschiebungen Gesagte zu verweisen. 

Es mögen p„, r«, v» die Totalverschiehungsgeschwindigkeit, Trans- 
versalverschiebungsgeschwindigheit , Normalversehiebungsgeschwmdiglceit 
und r, t die Richtungen der beiden ersteren bedeuten. Dann hat 
man unmittelbar oder aus § 4 



(5) 



I Vn = 9« COS (rn) = ^ 



tn^ = qJ — vj = qJ sin^ 



(-) = Gl) 

und die Componenten der Yerschiebungsgeschwindigkeit q„ in den 
Richtungen x, y, z 



(6) 



w„ = ^„cos(r^) = ^ = -, 

"An dt^ 



Vn = Qn COS (ry) 



. . Aw z^ 
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Die Totalyerschiebongsgeschwindigkeit ist der Absolutwerth 

während die Componenten nach x, y, z der ebenfalls als Absolut- 
werth aufzufassenden Transversalverschiebungsgeschwindigkeit und 
damit deren Richtung bestimmt sind durch die Gleichungen 

|r„ cos (tx) = Un — Vn COS (nic), 
tn COS (ty) = V„ — Vn COS (fiy) , 
tn COS (tjS) ^=^Wn — Vn COS inZ), 

Für die resultirende Componente von r„ in beliebiger Richtung s 
hat man 

(9) 6n = pn COS {ts) = w« COS {sx) + t;« cos (sy) + Wn cos (s^ef) 
und speciell für die Normalverschiebungsgeschwindigkeit mit s^=»n 

(10) Vn = Wn COS (wO?) + V« COS (wy) + W^n COS (Wjgf). 

Setzen wir die in § 5 eingefürten Drehungen für das Zeit- 
element dt 

(11) ix = txdty ip = Vydt, ig = ladty is = hdtf 

dann sollen ta-, lyy h, h die Drehimgsgeschwindigkeiten des Punktes n 
für Axen in den Richtungen x^ y, z, s durch m heissen, es sind 
die Componenten der Transversal Verschiebungsgeschwindigkeit r» für 
diese Axen. Mit Rücksicht auf (6) folgen aus § 5 

ix == Wn cos (ny) — v« cos (nz)^ 

(12) iy = Un cos (W;6f) — Wn COS (WÄ?), 

i, = Vn cos (na?) — Un cos (wy); 

(13) t, = tn cos (As) = Ix cos (sa;) + ty cos (sy) + t, cos (sz), 

(14) t„ s= = ta; cos (na;) + Ly cos (wy) + ** cos {nz)^ 

(15) ta:^ + ty^ + t/ = r„% Unix + «^n^y + W?«^* = 0, 

während die positive Richtung h der momentanen Drehungsaxe von 
n um m bestimmt ist durch die Gleichungen 

(16) Lx = T^n cos (hx), i,y = r„ cos (Ay), t, = r„ cos (Äjei). 

Von dieser Richtung aus gesehen erscheint die Drehung dem Be- 
wegungssinne des Uhrzeigers entsprechend rechtsläufig oder positiv. 
Die Gleichungen (12) liefern speciell 



lur w = Ä?, 


I'x— U, 


Ly 


-Wx, 


Vz = Vx, 


» = y, 


l^ = Wy, 


ly = 


0, 


t, = Uy, 


. n-^z, 


f'X =» Vz, 


h = 


w*, 


h— 0. 


Weyrauch, Theorie elastischer Kürper. 
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Erster Absohnitt -> §§7, 8. 



Beziehen wir schliesslich auch die noch unberücksichtigten 
Functionen der §§ 5, 6 auf ein Zeitelement dt und führen ein 

(17) ßn = Bndt, qnt = g>nsdt, Qn» = Ymdt, |?„, = ^„,d^, 

SO sind £ni 9»«i Ynt} ^n< bczw. als DeJmimgsgeschmndigTceitj Schie- 
bungsgeschf/vindigJceU, Normalgleitutigsgeschtmndigkeit und TotcUgleitungS' 
geschmndigkeit zu bezeichnen. Wenn alle Grossen mit dem Index s 
den Punkt s betreffen und n, 8 die Richtungen r der Totalverschie- 
bungsgesch windigkeiten Qn, Qa bedeuten^ dann folgen aus § 6, (3) (4) 

(18) yns = tf» + n = Pn cos (its) + Qs COS (gw), 

(19) fns = Uniis + VnVs + WnWs = QnQs COS (tlg). 

Nach § 5, (1) und § 6, (5) hat man ferner 

(20) 2an = 2Vn + iQn' - Bn') dt, 

(21) 9„, — yns + i>nsdt = (1 + Sndt) (1 + £,d<) cos (»i5j — (n5). 

In diesen Gleichungen dürfen nicht unter allen Umständen die 
Glieder mit dem Factor dt gegen Vny yn» vernachlässigt werden, da 
erstere mit letzterem von gleicher Grössenordnung sein können 
(§§ ^f 6). Wenn jedoch weder unendlich grosse noch unendlich 
kleine Yerschiebungsgeschwindigkeiten in Betracht kommen sollen 
und der Kleinheit des Winkels 

(22) d'dt ^ (sn) — (s^n^) 

wegen 

cos (s^ni) = cos (sn) cos d'dt + siw (sn) sin d'dt 

=» cos (ns) -]- d'dtsia (sn) 

gesetzt wird^ erhält man aus (20) (21) 

(23) Sn = V«, 9«, — y«, = ^ sin (sn). 

Die Dehnungsgeschwindigkeit ist gleich der Normalverschiebungs- 
geschwindigkeit und die Schiebungsgeschwindigkeit gleich der Normal- 
gleitungsgesch windigkeit. 

§ 8. Stetige und unstetige Functionen. 

Eine Function wird bezüglich ihrer Variabein x, y, 0,... als 
stetig bezeichnet^ wenn sich für stetige Aenderungen der Yariabeln 

auch die Function stetig ändert; sie heisst 
nach einer Variabein x bei a? =5 w un- 
stetig, wenn an dieser Stelle für eine un- 
endlich kleine, Aenderung von x eine end- 
liche Aenderung von q> entsteht und also 

wird. In Fig. 4 beispielsweise ist die Function 

y = q>{x) 



y 



ih 



a a> u 



Fig. 4. 



C 



-3> 
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stetig von x = a bis x = u — d und von x = u -{- d bis e, wobei 
ä beliebig klein werden kann^ beim üeberschreiten von x = u aber 
tritt eine Unstetigkeit ein. 

Hat man eine Function q> von Xy y, ^, . . ., welche für be- 
stimmte y^ 0, . . . zwischen a? = a und x = e sm beliebig vielen 
Stellen x = u^ v, . , , w Unstigkeiten erleidet, so ist das Integral 

e u — S V — d e 

(1) / (fdx = I (pdx + I cpdx + ••• + / V^^ 



u+d 



to-{-d 



mit ä = doch vollständig bestimmt, wenn q> selbst zwischen je 
zwei aufeinander folgenden a, u, v, . . Wy e in beliebiger Weise 

eindeutig ausgedrückt ist. Speciell mit q> = ö— . wird 



(2) 



e 

f^dx = (F^ - Fa) + {F^ — F^) H hiFe — F^i) 

f^dx =.F,-Fa-^ (F^ — F^). 



a 




1 



U/ J> U 



\X^ 



Man findet also dann den Integralwerth der unstetigen Function, 
wenn man von dem zwischen den gleichen Grenzen genommenen 
Integrale der stetig gedachten Function 
die Sprungwerthe des Integrals sub- 
trahirt. 

Ist eine Function 9 selbst stetig; 
so können doch ihre Derivirten un- 
stetige Functionen sein. 80 erkennt 
man z. B. in Fig. 5 

als stetige Function von x. Dagegen erleidet die erste Derivirte 

welche die Tangente des Neigungswinkels der verzeichneten Curve 
bei X darstellt, f ür a? = w eine Unstetigkeit, die geometrische Tan- 
gente an die Curve überschlägt beim üebergange von a: = w — 8 
zu o; «= t« -f- ^ auch für ein unendlich kleines 8 einen endlichen 
Baum. 

Es seien 9, ^, . . . verschiedene Functionen derselben Variabein 
Xy y, Zy welche nun die Coordinaten eines Körperpunktes m bezeichnen 
sollen. Die Functionen erleiden in beliebigen Schnitten (und Schnitt- 
elementen) Unstetigkeiten. Für die Integrale von g?, ^, . . bleibt 
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es dann bei dem oben Gesagten. Stellen wir ferner irgend welche 
Beziehungen zwischen stetigen 9?, ^^ . . auf, so gelten diese auch in dem 
angenommenen Körper mit unstetigen 9, ^, . . ., vorausgesetzt nur, 
dass alle in die erhaltenen Beziehungen eintretenden Grössen auf 
die gleiche Seite jeder in Frage kommenden Unstetigkeit bezogen 
werden. So wollen wir uns in Zukunft; bei Unstetigkeiten der 
Spannungen, Yerrückungen, Verschiebungen und Geschwindigkeiten 
die Beziehungen für die entsprechenden stetigen Grössen aufgefasst 
und angewandt denken. Es lassen sich dabei doch alle Eörper- 
punkte erreichen, da wir uns den erwähnten Unstetigkeitsschnitten 
von beiden Seiten bis auf die Entfernung Null hin nahem können. 
Betrachten wir noch die stetige Function der Richtung n 

g? = a cos* (nx) + b cos* (ny) + c cos* (na) 

(3) + 2d cos {nx) cos (ny) + 2e cos (ny) cos (n^) 

+ 2/* cos (nz) cos (nx), 

worin a, 6, c, rf, e, f von n unabhängige Grössen bedeuten, und 
suchen zu bestimmen, für welche Richtungen n Maxima und Minima 
von q> eintreten, wenn die Richtungen x, y, z zu einander senk- 
recht sind. Diese Aufgabe kommt im Laufe unserer Untersuchungen 
für verschiedene Formen von 9) vor, weshalb es sich empfiehlt, sie 
hier allgemein zu lösen. Setzt man in (3) links 

9 = 9) [cos* (wa?) + cos* (ny) + cos* (»^)1, 

so folgen durch Differentiation nach (nx), (j^y)y (^^) ^^ Bedingungen 
für Maxima und Minima 9 »» % 

i(a — Ä) cos (na?) + ^ cos (ny) + /"cos (nz) = 0, 
(6 — Ä) cos (ny) + d cos (nx) + e cos (nz) = 0, 
(c — Tfi) cos (vkz) + f cos (nx) + e cos (ny) = 0. 

Durch Elimination von cos (nz) aus den beiden ersten und von 
cos (ny) aus der ersten und dritten Gleichung entstehen 

(5) cos (ny) = -^ cos (nx) , cos (nz) = -^ cos (nx) , 

worin 

^1 = (Ä — a)e + fd, 

(6) s, = (h^h)f + de, 

«8 = (Ä — 0^ + e/i 

und substituirt man die Ausdrücke (5) in 

cos* (nx) + cos* (ny) + cos* (nz) = 1, 
so ergiebt sich mit 

(7) w = ± V(s,s,f + {s^s,y + {s,s,f 
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die erste der folgenden Gleichungen, während die beiden anderen 
mit Rücksicht auf (5) hinzutreten 



*2*8 /„..\ «««1 / A SjÄg 



(8) cos (nx) = -^ , cos (ny) = -^ , cos (nis) = 

Wenn wir in (6) den Werth h irgend eines Maximums oder Mini- 
mums von g? einsetzen, so liefern uns vorstehende Gleichungen mit 
den beiden Werthen von w zwei entgegengesetzte Richtungen n, 
welchen dieses h entspricht. 

Um nun die Werthe der Maxima und Minima von g? selbst 
zu erhalten, substituire man die Ausdrücke (8) in die erste Gleichung 
(4), womit 

(a — g))s2S3 + ^hh + fSiSi = 0, 
oder nach Einführen der s aus (6) 

(9)(A~a)(Ä— 6)(A— c)~(Ä-a)e«-(Ä— 6)/-«— (Ä-c)t?— 2d6/=0, 
und nach Potenzen von h geordnet 

1 - (abc - ae^ — Ip — cä^ + 2def) = 0. 

Diese kubische Gleichung hat in den später in Betracht kommenden 
Fällen drei, im Allgemeinen verschiedene, reelle Wurzeln, so dass 
auch im Allgemeinen drei verschiedene Maxima oder Minima von q> 
existiren^ welche je zwei entgegengesetzten Richtungen n entsprechen. 

§ 9. Vollständiges Differential. Potential 

Ist W eine Function von x, y, z, . . ., dann wird das vollstän- 
dige Differential von W gleich der Summe der partiellen Differentiale 
nach Xf y, 0, . . , 

^ ^ = "äF ^^ + -a^ ^ y + -ä7 ^^ + • • • 

und man kann durch Integration dieser Gleichung 

(1) W=^ F(x,y,z,-") + const 

wieder erlangen^ ohne dass irgend eine Beziehung zwischen x,y,0y"' 
gegeben zu sein braucht. Es kommt nun in der Mechanik häufig 
vor, dass ein Differentialausdruck 

(2) dW= adx + My + cd0-\ 

vorliegt und die Frage aufgeworfen ist, ob der Ausdruck, in welchem 
a, 6, c, • • • beliebige Functionen von x, y, z, * ' ' sind, ein vollstän- 
diges Differential bildet; ob sich also W als Function unabhängig 
veränderlicher x, y, £f, • • • darstellen lässt. Um für solche Fälle ein 
allgemein gültiges Kriterium zu erlangen, setzt man voraus, es sei 
(2) ein vollständiges Differential und sieht zu, welche Bedingung 
daraus folgt. 



1 
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Wenn aber die rechte Seite von (2) das vollständige DiflFerential 
einer Function x, y, z, - ' - ist^ dann muss die Integration auf eine 
Gleichung der Form (1) führen. Die Differentiation derselben ergibt 

demnach waren 

rA\ ^F , dF BF 



• • • 



dx^ dy' dz 

und da die Reihenfolge der Differentiation gleichgültig ist, so ent- 
stehen die Beziehungen 

y-v da dh dh de de da 

W äy'^ää' d^~dy' dx~Jz''" 

Das gesuchte Kriterium ist damit erlangt, der gegebene Differential- 
ausdruck ist das vollständige Differential einer Function von x, y, £f,'", 
wenn die Factoren von dx^dy^dz^- • - partielle Differentialquotienten 
nach X, y, 0y ' ' ' einer und derselben Function F sind oder die Be- 
ziehungen (5) bestehen. 

Sind die angeführten Bedingungen nicht erfüllt, dann ist W 
als Function unabhängig variabler x, y, By • • • nicht darstellbar 
und die Integration von (2) erst mit Hülfe neuer Beziehungen aus- 
führbar. Geben letztere x, y, £!, -" als Functionen einer bestimmten 
Variabein t (welche auch mit einer der Grössen a;, y, je?, • • • identisch 
sein kann), dann lässt sich (2) in die Form bringen 

(6) dW=i}{t)dt 
und wir erhalten durch Integration 

(7) W = fit) -f const. 

Während jedoch im ersten Falle W nur von den jeweiligen Werthen 
^i V) ^7 ' " ^^^ JG<^6 Aenderung von W 

W- W=^F(x,y,0r-)-F(x,,y,,0,r-) 
nur von den Anfangs- und Endwerthen der x, y, sf, > • * abhängt, 
kommt es jetzt nach (6) auch auf die Beziehungen zwischen o?, j/, 0, ••• 
und tj d. h. darauf an, wie sich während des ganzen Uebergangs 
X, y, 0, • - - mit t geändert haben. 

Enthält der als vollständiges Differential gedachte Ausdruck 
(2) nur drei Variable x, y, 0, dann sind dieselben entweder die 
Coordinaten eines Punktes m oder sie lassen sich als solche dar- 
stellen. Durch jede Gleichung der Form 

(8) W=C 

bei beliebigem constantem G ist nach (1) eine Fläche bestimmt und 
es werden solche Flächen Niveauflächen genannt. So oft m dieselbe 
Niveaufläche durchschneidet, hat TT denselben Werth und bei der ße- 
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wegung von m auf einer Niveaufläche würde W constant bleiben. 
Gehen wir von m(x, y, z) aus in beliebiger Richtung n um dn vor, 
wobei dXj dy, dz die Projectionen von dn in den Richtungen x, y, z 
oder X + dXy y -^ dy, z + dz die Coordinaten des erreichten 
Punktes n sein mögen, dann ist nach (2) die Aenderung von W 

(9) d.W= adx + Idy + cdz. 

Durch Division mit dn folgt 

dW 

(10) -^ = a cos {nx) + 6 cos {ny) + c cos {nz\ 

Denken wir uns a 6, c von m oder n aus mit Berücksichtigung der 
Vorzeichen in den Richtungen Xy y, z angetragen und die Rich- 
tung der Resultante p = Ya^ + 6^ + c^ durch r bezeichnet, dann 
folgen 



(11) 



dW . . 

a = j^=pco8{rx)y 

6 = -^=pcos(ry), 

dW f . 



Beim Vorgehen um dn in der Richtung n wird nach (10) 
— - =r p [cos (rx) cos {nx) + cos (ry) cos (ny) + cos (rz) cos (nz)] , 

das heisst 

(12) -^=i)Cos(rw). 

In diesem Falle lässt sich das Differential von W nach beliebiger 
Richtung n analog ausdrücken, wie die Differentiale nach x, y, z. 
In (11) und (12) stehen rechts die Componenten von p in denjenigen 
Richtungen a?, y, z,n, nach welchen differentiirt wird. Liegen die 
Punkte m, n auf einer Niveaufläche, dann muss nach (8), (12) 
cos (rs) = sein und damit ist bewiesen, dass p in allen Punkten 
einer Niveaufläche senkrecht zu letzterer gerichtet ist. 

Es seien in dem vollständigen Differential (9) rc, y, z die Co- 
ordinaten eines materiellen Punktes hinsichtlich irgend eines recht- 
winkligen Coordinatensystems. Bedeuten dann a, h, c die Com- 
ponenten X, Y, Z einer auf den Punkt wirkenden Kraft in den 
Richtungen x^ y, z, also p die resultirende Kraft, dann wird 

(13) F = f(Xdx + Ydy -f Zdz) 

nach Hamilton eine Kraßfundion der X, F, Z genannt Sind a, b, c 
die Coordinatengeschwindigkeiten u^ t;, w unseres Punktes, und p die 
resultirende Geschwindigkeit, so würde dementsprechend 
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(14) F — f(udx + v^y + ^^^) 

eine Geschtvindigiceitsfunction der w, v, w heissen, und wenn a, b, c 
die Verrückungen |, i^, g des fraglichen Punktes in den Richtungen 
X, y, z und jp die Totalverrückung vertreten, dann könnte man 

(15) F = fidx + ndy + td0 

eine Verrücktmgsfunction für die |, 17, g nennen. Handelt es sich 
um ein ganzes System von Punkten, für welches eine Kraftfunction, 
Geschwindigkeitsfunction oder Verrückungsfunction existirt, dann 
tritt in (13), (14) oder (15) rechts ein auf alle Punkte bezügliches 
Z vor die Klammer, der Summenausdruck bildet das vollständige 
DiflFerential von F. 

• 

Während hervorragende Autoren für (13) die Bezeichnung 
Kraftfunction beibehalten haben, wird diese Grosse in neueren 
Schriften vielfach Potential der Kräfte genannt und für. (14) der von 
Heimholte eingeführte Name Potential der Gesehmndigkeiten gewählt, 
wonach man (15) Potential der Verrückungen nennen könnte. Wir 
wollen von diesen Namen Gebrauch machen, um dem Worte Function 
seine allgemeine Bedeutung zu wahren und weil dann Ausdrücke 
wie Potentialbewegung, Potentialverrückungen bestimmte BegriflFe 
klar wiedergeben, während die sonst üblichen, von Green und 
Clauskis unterlegten, speciellen BegriflFe von Potentialfunction und 
Potential, bei welchen es sich immer um Kräfte handelt, welche 
statisch nach dem umgekehrten Quadrat der Entfernung wirken, hier 
nicht direct in Frage kommen. 

In der Folge werden wir zur Klarlegung der Gesetze stetiger 
Spannungen und Verschiebungen noch andere Potentiale als die 
jetzt erwähnten einzuführen haben, die man zum Unterschiede von 
letzteren als Richtungspotentiale bezeichnen kann (§§ 19, 31, 36). 

§ 10. Grandgleiohungen der Bewegung. 

Es handle sich zur Zeit t um die augenblicklichen Bewegungs- 
verhältnisse der Körperpunkte in Hinsicht eines beliebig bewegten Coor- 
dinatensystems. Für einen bei x, y^ z liegenden Punkt der Masse m 
mögen die resultirenden Componenten der auf fragliche Bewegung 
hinwirkenden Kräfte und die Geschwindigkeiten dieser Bewegung in 
den Richtungen ic, y, z durch X, % 3 und w, v, w bezeichnet sein. 
Dann hat man bekanntlich 

du -V dv c(\ dw ^ 



Grundbegriffe. 



25 



und daraas 



(du dw \ ^ o 

(dv du \ a\ y; 

Tt '^ - Tt y) =^ ^"^ - ^y- 



Die drei ersten Gleichungen sagen aus, dass die Kräfte in den 
Eichtungen x, y, ß die Beschleunigungen in diesen Richtungen er- 
zeugen, während nach den drei letzten Gleichungen die Momente 
genannter Kräfte hinsichtlich der Coordinatenaxen x^ y, z die Be- 
schleunigungen der Rotationen um diese Axen hervorbringen. 

Wir denken uns nun einen beliebigen Theil des Körpers ab- 
gegrenzt und betrachten diesen als System für sich. Für jeden 
Punkif des Systems gelten die vorstehenden Gleichungen. Werden 
jedoch entsprechende Gleichungen aller Systempunkte addirt, so 
fallen rechts die innern Kräfte wegen doppelten Auftretens mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen bei gleichen Hebelarmen aus, es genügt 
die äusseren Kräfte in Betracht zu ziehen. 

Die äusseren Kräfte sind theils Massenkräfte, theils Oberflächen- 
kräfte. Werden für die Richtungen ic, y, z die Componenten der 
specifischen Massenkräfte durch X, F, Z und diejenigen der speci- 
fischen Oberflächenkräfte in Uebereinstimmung mit § 3 durch X„, 
Y"», Zn bezeichnet, dann hat man 

Im^l = ImX +fXndO 

(1) {lm^ = Zmr+/i;dO 

Zm^ = j:mZ + fZndO', 

z) = TmiZy - Yz) +f{Z^y - Ynz)dO 

(2) {2:^(^1 z — ^a;) = Tm{Xz - Zx) +f(Xn0 —ZnX)dO 

Im(^a; - ^y) = I.m{Yx - Xy) +J{YnX--Xny)dO. 

Die Integrale sind auf alle Oberflächenelemente dO und die Summen 
Z auf alle Massenpunkte w^, mg, • • • auszudehnen, wobei man sich 
den in diesen Z auftretenden Grössen die Indices der betreffenden 
Massenpunkte gegeben denken kann. 

Betrachten wir jetzt ein bei x, y, z gelegenes, unendlich kleines 
Volumentheilchen dK von beliebiger *^orm, welches Massenpunkte 
der Gesammtmasse ^idK enthält, so dass ft die mittlere Masse pro 



Zm 




y 



dv 

'dt 
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Volumeneinheit oder specifische Masse bedeutet. Die Geschwindig- 
keiten des Massenmittelpunktes der eingeschlossenen Massenpunkte 
in den Richtungen x, y, z mögen m^ v, w heissen. Man hat dann 
nach elementaren Sätzen der Lehre vom Schwerpunkt 

(3) TmX = iidKX, ZmY=iidKY, TmZ = \idKZ\ 

/ A.\ ^ äu jTp-du ^ dv j-Erdv -. dw jv-dto 

(4) Zm-g^ = iLdK^^, Zm^ = (idK^j, Zm^=(td^^. 

Enthält nun der oben behandelte Korpertheil, für welchen die 
Gleichungen (1), (2) gelten, beliebig viele und zum Beispiel auch 
unendlich viele der soeben betrachteten Körpertheilchen, dann folgen 
aus (1) 

und aus (2), da für die Punkte eines bestimmten Theilchens dK 
die Differenzen der x, y, z gegen diese Grössen selbst verschwinden, 

■ S[y (S - ^) - ^ (S - y)] ^^^ =/(^^- - ^ ^'')'o, 

./WS - ^) - y (S - ^)] (^äK^fixT, - yX,)dO. 

Die Gleichungen (5), (6) gelten ebensowohl für unendlich kleine, 
wie für beliebige endliche Körper und Körpertheile. Die Integrale 
links sind auf alle Körperelemente und die rechts auf alle Ober- 
flächenelemente auszudehnen. 

Es wurde oben erwähnt, dass für die Gleichungen (1), (2) die 
innem Kräfte des betrachteten Systems wegen doppelten Auftretens 
mit entgegengesetzten Vorzeichen ausfallen. Die Oberflächenkräfte 
wirken von ausserhalb des Systems gelegenen Punkten auf die zum 
Systeme gehörigen. Da aber jedem auf einen Systempunkt wirken- 
den Bestandtheil einer Oberflächenkraft eine genau gleich grosse 
Kraft vom Systempunkte aus entgegenwirkt, so muss auch jeder 
resultirenden specifischen Oberflächenkraffc eine gleich grosse 06er- 
flächenspannung von entgegengesetzter Richtung entsprechen. Da 
wir femer durch jedes Schnittelement im Körper die Grenze eines 
als System betrachteten Körpertheils führen können, so sind über- 
haupt die resultirenden Spannungen je zweier in einem Schnittelemente 
zusammenhängender Flächendemente numerisch gleich und entgegen- 
gesetzt gerichtet. 
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§ 11. BewegxmgBgleiohungen für Eörperelemente. 

Wir denken uns vom Punkte m {x, y, z) aus ein parallelepi- 
pedisches Körpertheilchen dK= dx dy d0 abgegrenzt, dessen Kanten 
in den Richtungen x, y, der Coordinatenaxen liegen. Auf die 
Oberfläche desselben werden von den angrenzenden Theilen her 




Fig. 6. 



irgendwelche Kräfte wirken, deren Componenten parallel den Coor- 
dinatenaxen für die m zunächst liegenden Seitenebenen wie in Fig. 6 
bezeichnet sein sollen. Auf dieses Theilchen wenden wir die Gleichungen 
(5) des vorigen § an und erhalten: 

/du \ / ax, \ 

+ (X, + -3/ rf;? - X.j dx dy, 

/dv \ / ar, \ 

{^-Y)(.dK^{Y. + -jfdx-Yj)dydz 



+ (r, + ^dy- Y„)d0dx 
+ (Y. + ^-^d0- Y.) dx dy, 
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/dw \ / az, \ 






dy - Z,) 



dz dx 



oder nach Reduction 



+ (Z, +-^dz - Z,j dx dy, 



(1) 



( 



dv 



(dw 
~di 






■)- 



dy 



dz 



dx ^ dy ^ dz 

Wenden wir jetzt dieselben Gleichungen (5) auf ein vom Punkte 
m (Xy y, z) aus abgegrenztes unendlich kleines Tetraeder an, von 
welchem drei Oberflächenebenen fx, fy, f% senkrecht den Coordinaten- 
axen x, y, z sind, während die vierte /i, von der Normalenrichtung n 




Fig. 7. 

ist (Fig. 7). Denkt man sich die von m ausgehenden Kanten unseres 
Elements zunächst in den Richtungen x^y,z liegend und bezeichnet 
die Oberflächenkräfte den Festsetzungen in § 3 entsprechend, dann 
folgen: 

— X ) ^dK =■ Xnfn — Xxfx — Xyfy — ^zfz, 



( 
( 



dt j 

-JJ y\ fldK = Ynfn — Yxfx Yyfy — ^«/i, 

( -^ — Z\ ^dK = Znfn Zxfx — Zyfy — Zgf^y 
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worin dK des Volumen des Tetraeders und also 

ZdK = /'a. flta? = fy dy = ft düy 
fn *= fx COS (nx) = fy cos {ny) = f, cos {nei). 

Die drei Gleichungen, wie auch (1), führen bei verschwindenden 
Spannungen auf die der Bewegung des Schwerpunkts freier Massen- 
punkte entsprechenden Beziehungen. Setzen wir jedoch voraus, dass 
die mit dK multiplicirten Ausdrücke den Spannungen X«, Y"«, Z„ 
gegenüber nicht tmendlich gross sind, so entstehen: 

IXn = Xas cos (nx) + Xy COS (ny) + Xg cos (nz), 
Yn = Yx cos (nx) + Yy cos (ny) + Y, cos (n^e?), 
Zn = Zx COS (wa?) + Zy COS (wy) + Z, cos (nz). 

Es wurde oben vorläufig angenommen; dass die Kanten dx, dy, dß 
des Tetraeders von m aus in den Richtungen x, y, z der Coordi- 
natenaxen liegen, womit die Winkel (wa?), (wy), (nz) zwischen 
und + 90^ fallen. Diese Beschränkung ist aber nicht nöthig. 
Liegen in entgegengesetzter Richtung die Kanten 

dx, dy, dZy 

dann treten in den angesetzten Gleichungen an Stelle von 

fn = fx cos (nx), fn = fy COS (ny), fn = fz cos (nz), 

beziehungsweise die Werthe 

fn= — fx cos (nx), fn= — fy COS (ny) , fn = — f, cos (nz), 

während gleichzeitig die Oberflächenkräfte auf 

tx) fyy fz 

ihr Vorzeichen wechseln, sodass die Gleichungen ungeändert bleiben. 
Wenn auch die Formeln (1), (2) unter der oben erwähnten 
Voraussetzung für alle Normalenrichtungen n gelten, so brauchen 
doch die in (2) rechts auftretenden Flächenkräfte nicht für alle n 
die gleichen Werthe zu haben. Dieselben können sich sprungweise 
ändern, was z. B. häufig mit den specifischen Oberflächenkräfken der 
Fall ist. Dagegen wissen wir aus § 10, dass die Kräfte auf zwei 
in einem bestimmten Schnittelemente zusammenhängenden Flächen- 
elemente stets gleich gross und entgegengesetzt gerichtet sind. 

§ 12. Stetige Spannungen. 

Die Anwendung der ersten Gleichung § 10, (6) auf das paral- 
1 elepipedische Körperelement des vorigen § ergiebt 
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dY. 



^ {X + dx) {y, + j^ dx) dy dz 



dY. 



— xY,dyds + x(Yy\- -^dy—Y^dedx 

l dY, \ 

■ -x\Y,-\-^dz—Y^dxdy 

— (y + flfy) (^ + -^ ^y) ^^ ^^ + y^y ^^ ^^ 

— y \X» + -^ dz — XsJ dx dy 

Diese Beziehung liefert mit Rücksicht auf § 11, (1) die erste der 
folgenden Gleichungen, während die beiden andern in ganz analoger 
Weise aus den zwei weiteren Gleichungen § 10, (6) hervorgehen. 



(1) 



- dZ dX, 

* dx dz 



Wir denken uns nun das hier betrachtete Korperelement und 
das im vorigen § eingeführte Elementartetraeder innerhalb eines 
Eorpertheils liegen, in welchem alle Flächenkräfte stetige Functionen 
des durch Coordinaten und Normalenrichtungen bestimmten augen- 
blicklichen Ortes der afficirten Flächenelemente sind, und Ausdrücke 
von der in § 11, (1) links ersichtlichen Form den X«, Y„, Zn ge- 
gegenüber nicht unendlich gross werden. Da sich alsdann die in 
§ 11, (2) rechts auftretenden Kräfte innerhalb eines unendlich kleinen 
Raumes um m (x, y, 0) nur um verschwindend wenig ändern, so 
gelten diese Gleichungen mit con stauten Werthen der rechtsseitigen 
Kräfte für alle m anliegenden und unendlich benachbarten Flächen- 
elemente beliebiger Normalenrichtungen n. Aus (1) aber entstehen 
folgende Grundbeziehungen stetiger Spannungen: 

(2) Xy «=s Yxf JL9 = ^y't ^X = Xg» 
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Man könnte bei obiger Anwendung der Gleichungen § 10, (6) die 
Angriffspunkte der Spannungen in den Mitten der afficirten Flächen- 
elemente annehmen und auf der linken Seite der angeschriebenen 

Gleichung x + -«" ? V + 2 ^.n Stelle von a;, y setzen wollen. 

Wo man aber auch die Angriffspunkte der Flächenkräfte auf den 
zugehörigen Flächenelementen wählen und welchen Punkt innerhalb 
des Körperelements man für die Coordinaten links als massgebend 
betrachten mag,, für stetige Spannungen entstehen immer die 
Gleichungen (2). Dasselbe ist der Fall, wenn man von § 10, (2) 
anstatt von § 10, (6) ausgeht. 



IL Abschnitt. 
Beziehnngen zwischen stetigen Spannmigen. 

Allen bisher im Gebiete der Elasticitätslehre publicirten Untec- 
suchungen liegt die Annahme zu Grunde^ dass die Spannungen eines 
Korpers für jeden bestimmten Zeitpunkt stetige Functionen des 
augenblicklichen Ortes der afficirten Flächenelemente sind. Ist diese 
Voraussetzung für die einem Punkte m {x, y, 0) unendlich nahe 
liegenden Flächenelemente erf&llt, so lassen sich eine Beihe von 
Beziehimgen zwischen den Spannungen bei m ableiten, wie im Fol- 
genden gezeigt werden soll. Die entstehenden Gleichungen gelten 
auch in Körpern, welche in beliebig vielen Schnitten jeder Grösse 
und Form Unstetigkeiten der Spannungen enthalten, wenn nur die 
in § 8 erwähnten und in § 13 specieller gefassten Bedingungen 
erfüllt werden. Wie in § 10 kann unser Coordinatensystem in be- 
liebiger Bewegung sein. Für viele Untersuchungen genügen, neben 
den allgemeinen Beziehungen der §§ 3, 10 — 12 schon die in § 13 
entwickelten Gesetze stetiger Spannungen. 

§ 13. Spannungen für beliebige Fläohenelemente. 

Um die Spannungen eines dem Punkte m (x, y, z) unendlich 
benachbarten Flächenelements zu erhalten, haben wir uns in § 11 
den Punkt m als Ecke eines Tetraeders gedacht, von welchem drei 
Oberflächenebenen parallel den Coordinatenebenen lagen, während 
die vierte von der Normalenrichtung n war. Sind für ein solches 
Körperelement die Ausdrücke 

{w - ^) **' (ll - ^) ("' ('S -^)i' 

den Spannungen gegenüber nicht unendlich gross, oder die letzteren den 
ersteren gegenüber nicht verschioindend Mein, dann hat man nach 
§ 11, (2) die Componenten der Totalspannung -B« in den Rich- 
tungen X, y, 

IXn = Xx cos (nx) + Xy cos (ny) + X, cos (nis), 
Tn = Ya- cos (nx) + Fy cos (ny) + Y, cos (nz), 
Zn = Zx cos (nx) + Zy cos (ny) + Z, cos (nz). 
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Werden diese Gleichungen quadrirt und dann addirt, so ergiebt sieh 
bei den Bezeichnungen des § 3 

Rn^ = RJ cos« (nx) + Ry^ cos« (ny) + RJ" cos« (nis). 

(2) + Pary cos (nx) cos(wy) + Py,cos(ny) cos(w^) 

+ Pzx cos (n0) cos (nx), 

worin, wenn j, t)j } die Richtungen r der Totalspannungen R^, Ry, R» 
für die m anliegenden Flächenelemente der Normalenrichtungen 
X, y, z bedeuten^ 

IRoiy == ^x^ + ^x ^y + ZxZy = Rx^y COS (j^), 
Py, = XyX, + 7^7,+ ZyZ, = RyR, COS (t|j), 
P,^ = X.X. + Y, r, + Z,Z, = R,R, COS (je). 

Die drei letzten Glieder in (2) verschwinden, wenn Rxj Ry, Rz zu 
einander senkrecht sind. Setzt man die Ausdrücke (1) in § 3, (6) 
ein, SO folgt die Normalspannung für das Flächenelement der Nor- 
malenrichtung n 

'Nn = Xx COS« (naJ) + Yy cos« (ny) + Z, cos« (nz) 
(4) + Gxy cos (nx) cos (ny) + G-yz cos (wy) cos (nz) 

+ (T,a. cos (nz) cos (wa;) 
mit 

(5) Gxy = Xy + ^a:; Gyg = Y^ + ^y, G,a; = -^^c + -^a» 

Die Gleichungen (1) — (5) gelten unter der oben erwähnten Be- 
dingung für jedes dem Punkte m unendlich benachbarte Flächen- 
Clement, auch dann, wenn die Spannungen in der Umgebung von m 
ihre Werthe sprungweise ändern, in welchem Falle nur die in 
(1) — (5) rechts auftretenden Kräfte für verschiedene Flächenelemente 
nicht gleiche Werthe zu haben brauchen. Setzen wir jedoch vor- 
aus, dass sämmtliche Spannungen in der Umgebung von m stetige 
Functionen des Ortes sind, dann gelten obige Gleichungen nach § 12 
mit Constanten Werthen der rechtsseitigen Kräfte für alle m an- 
lieg^den und unendlich benachbarten Flächenelemente beliebiger 
Normalenrichtungen n. Wir haben dann femer 

(6) Xy = Yxf Tz = Zyy Zx = X,, 

womit 

(7) Gxy = 2Xy, Gyz = 2Tz, G,x = 2Zx 

und auch die Gleichungen (3) anders geschrieben werden können. 
Bildet man durch Substitution von (1) in § 3, (5) die Componente 
von Rn in beliebiger Richtung s, so ergiebt sich mit Rücksicht 
auf (6) 
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' Sn = JR» COS (rs) = Xx cos (nx) cos (sx) + Yy cos {ny) cos {sy) 

+ Z, cos {nz) cos (s;E?) 

+ Xy [cos (wic) cos (sy) + cos (wy) cos (sa;)j 

+ Ys [cos (ny) cos {sz) + cos (njsf) cos {syj\ 

+ ^a: [cos (n;2^) COS (sx) + COS (nic) cos {sz)\, 

welche Gleichung selbstverständlich mit s = n auf (4) führt. Weil 
der Ausdruck rechts seinen Werth nicht ändert, wenn s mit n ver- 
tauscht wird, so können wir aussprechen : Werden zwei einem Punkte 
m unendlich nahe liegende FlächeneTemente der Normalenrichtungen n 
und s durch Totalspannungen Rn, B» afficirt, dann ist die Cmnponente 
von Rn in der Richtung s gleich der Componente von R» in der Rich- 
tung n. Bezeichnen wie in § 3 n, § die Richtungen r von JB„, JB,, 
so hat man demnach 

(9) Rn cos (ns) = Rs cos (ßn) oder Ä„ = JV,, 

(10) Gns = 2Rn cos (xis) = 2 R^ cos (ßn) „ Gns = 28n = 2N,. 
Specielle Fälle dieses allgemeinen Gesetzes stetiger Spannungen bil- 
den die Beziehungen (6) oder (7), welche mit ns = xy, yz, zx 
entstehen. 

Da bei Ableitungen der Gleichungen (1) und (6) nur dem 
Punkte m (x, y, z) unendlich nahe liegende Flächenelemente in 
Frage kamen, so bestehen die für stetige Spannungen erhaltenen 
und weiter abzuleitenden Beziehungen auch in Körpern, welche in 
beliebig vielen Schnitten Unstetigkeiten der Spannungen aufweisen, 
wenn nur unser Elementartetraeder ganz auf einer Seite jedes solchen 
Schnittes gedacht wird, d. h. wenn sich alle in einer Gleichung auf- 
tretenden Spannungen auf die gleiche Seite jedes bestimmten Un- 
stetigkeitsschnitts beziehen. So lassen sich aber alle Körperpunkte 
erreichen, wir können die Eintheilung in Elemente immer derart 
vornehmen, dass für jedes derselben die Spannungen stetige Func- 
tionen des Ortes sind. 

Die Gleichungen (1) wie auch die übrigen zeigen wieder, dass 
für je zwei in einem Schnittelemente zusammenhängende Flächen- 
elemente numerisch gleiche Spannungen entgegengesetzter Richtungen 
entstehen, was auch in ünstetigkeitsschnitten gültig bleibt (§ 10). 



(«{ 



§ 14. Die Hauptspanniuigen. 
Die mathematischen Maxima und Minima der Normalspannungen 
Nn=XxCos^(nx)-^YyCOH^(ny)-{-ZzCos^(nz)'}-2XyCos{nx)coQ(ny) 

+ 2 F, cos (ny) cos {nz) -\-2Zx cos {nz) cos {nx) 



(2) 
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bei einem Punkte m {Xj y, ^) bezeichnen wir als Hauptspannungen 
daselbst. Da die Function Nn von der in § 8 betrachteten Form (3) 
ist; so ergeben sich die Verhältnisse der Hauptspannimgen aus den 
dort abgeleiteten Gleichungen mit g? = Nnj a = Xx, b = Ty, c = Zg, 
d = Xyy e = jl,, / "^^ Zx» 

Die Werthe h der Hauptspannungeü sind bestimmt durch die 
Gleichung 

{h - Xx) Ql - Yy) (h - Z.) - (A — Xx) r/ ~ (Ä - Yy) Zx' 

— (Ä - Z,) Xy^—2XyY, Zx = 0, 

welche auch wie folgt geschrieben werden kann 

^h'-.h'(Xx+ Yy + z,) 

+ h{XxYy + YyZg + Z.Xx - X/ ^ r/ - Zx') 

{Xx YyZz Xx Yg YyZx ZgXy -f- 2 Xy YgZxJ = 0. 

Da sich in § 15 zeigen wird^ dass die Hauptspannungen durch die 
Halbaxen eines EUipsoids dargestellt sind, so hat vorstehende 
Gleichung im Allgemeinen drei verschiedene reelle Wurzeln, welche 
wir durch h = Ä, h = B, h = G bezeichnen. Substituirt man einen 
dieser Werthe in 

ISj = (Ä Xx) Yg -f- XyZxy 
s, = (h- Yy) Z, + X, F., 

^3 "^^ C^ ^-) Xy -f- Zx Ygy 

SO folgen aus 

(5) cos {noc) = -^-^ , cos {ny) = -^-^ , cos {nz) = -^^-^ 

mit den beiden Vorzeichen von 



(3) 



(6) w = + y{s,s^Y + {s,s,f + (s,sO* 

die zwei einander entgegengesetzten Normalenrichtungen n derjenigen 
Flächenelemente, welche durch diese Hauptspannung afficirt werden. 
Nach § 8 bestehen für jede Hauptspannung h die Gleichungen 

I{Xx — h) cos {nx) + Xy cos (ny) + Zx cos {nz) = 0, 
{Yy -—h) cos {ny) + Xy cos {nx) + Y^ cos {nz) = 0, 
« 
{Zz — h) cos {nz) -|- Zx cos (wa?) + Y^ cos (ny) = 0. 

Der Vergleich dieser Formeln mit § 13, (1) zeigt uns bei Beach- 
tung von § 3, (2), dass für jedes durch eine Hauptspannung affi- 
cirte Flächenelement der Normalenrichtung n die Beziehungen 

bestehen 

h cos {nx) = Xn'= Bn cos {rx), 

(8) { h cos {ny) = T« = 1?„ cos {ry), 

h cos (nz) = Zn^= Bn cos (rß) , 

8* 
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woraus durch Qaadriren uod Addiren Ä* = 2?,*: Für die Flädien- 
dementej wdche durch Hauptspannungen afficirt tcerden^ existiren keine 
Sdwbspannungeny ihre Totalspannungen sind gleich den Äbsolutwerthen 
der Hauptspannungen. Maltiplicirt man die Gleichungen (8) bezw. 
mit cos (ßx), cos (^y)^ cos {sz) und addirt, so folgt nach § 3, (5) 
die Componente der h entsprechenden Totalspannung jß. in der 
Richtung s und damit nach § 13 auch die Componente von jß« in 
der Richtung n 

(9) iS. = TV. = Ä cos (ns) = -^'. 

Es seien nun ^i^ ^ zwei Hauptspannungen, n^, n^ die Normalen- 
richtungen der zugehörigen Flächenelemente, so hat man einmal 
mit h ^=hiy n = n^y s ^= n^ und dann mit h = h^j n «= m,, 5 = n^ 

Gna = 2h^ cos (»iWj) = 2Aj cos (fisttj), 

und da Aj, A, im Allgemeinen Tcrschiedene Werthe haben, so muss 
cos (fti^) = sein: Die Xomuüenrichiungen derjenigen Flädiendemeniey 
welche durch verschiedene Hauptspannungen beanspmdU tcerdeny sddiessen 
mit einander Winkel van 90^ ein und demgemäss stehen auch die drei 
lUchtungslinien der Hauptspannungen auf einander senkrecht Je stcei 
Hauptspannungen liegen in der EhenCy wdd^er die von der dritten 
Hauptspaimung afßcirten Flä/chenelemente anüiegen. 

Werden die Axen x,yy s parallel den Hauptspannungen AyByG 
beim Punkte m (ar, y, z) gelegt, so hat man daselbst X^ = Ay 
F, = By Zj = Cy X, = Tj -= if, = und damit vereinfachen sich 
die in § 13 erhaltenen Spannungsausdrücke für alle Flächenelemente 
bei m. Fär ein Flächenelement der Normalenrichtnng n folgen die 
Normalspannung und Spannungscomponente in beliebiger Richtung s 

(10) Nn = Rn cos (rn) = A cos* {nx) + B cos* (ny) + C cos* (nz)y 

Sn^= B^ COS (rs) = A cos (nx) cos (sx) + B cos (ny) cos (sy) 

4" C COS (w^) cos (S2). 

Die Componenten der Totalspannung JB. in den Richtungen ar, y, 5 

werden 

X, = -4 cos {nx) = Bn cos (rx)y 

Y^ = B cos (ny) = J?« cos {ry)y 

Z^ = G cos (wa) = Bn cos {rz)y 
und für i?. selbst hat man 
(13) iJ.*=i.*+ r.*H-Z.*=^*cos-(Mx)+^*cos*(«y) + C*cos*(nr), 

während die Componenten der Schubspannung T^ = ^B^ — ^,* 
in den Richtungen x, y, z nach § 3 bestimmt sind durch die 
Gleichungen 



(11) { 



(12) 
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ITn COS {tx) = ( J. — Nr) COS {nx)j 
Tn COS {ty) = {B — Nn) cos (ny), 
Tn COS {t0) = (G — Nn) COS (nz) . 

Nach (12) werden für (nx), (ny) oder (nz) gleich +90® auch 
bezw. {rx)y (ry) oder {rz) zu rechten Winkeln, die Totalspannungen 
aller Flächenelemente, deren Normalen senkrecht zu einer Haupt- 
spannung sind, liegen in der Ebene der beiden andern Haupt- 
spannungen. 

In (3) beziehen sich die neben h vorkommenden Grössen auf 
drei beliebige, zu einander senkrechte Flächenelemente bei m. Da 
nun die Werthe der Hauptspannungen nicht von der Wahl dieser 
Flächenelemente oder der Richtungen unseres Coordinatensystems 
abhängen, so müssen auch die Coefficienten der Potenzen von h 
in (3) unabhängig von dieser Wahl sein. Schreiben wir nun die 
Coefficienten das eine Mal wie oben für beliebige rechtwinklige 
Coordinatenaxen, das andere Mal für den Fall an, dass die Coordi- 
natenaxen a?, y, ^ parallel den Hauptspannungen Ä, B, C gelegt 
werden, so entstehen folgende Relationen: 

(15) X^+Y, + Z, = Ä + B + C=Q, 

(16) X:,Yy + YyZ,+Z,X^-Xy^-Y,'-ZJ = ÄB + BC+GA, 

(17) Xx YyZz Xx Yg YyZx ZzXy -f- ^Xy YgZx = A.B(j. 

Hierauf hätten wir auch aus den Eigenschaften cubischer Gleichungen 
schliessen können. Quadrirt-man (15) und subtrahirt das Doppelte 
von (16), dann ergiebt sich 

(18) Bx^+By^ + B,^ = A^ + B^ + G\ 

Aus (15) und (18) schliessen wir: Für je drei dem gleichen Punkte m 
anliegende Flächenelemente hat die Summe der Normalspannungen 
einen festen Werth und ebenso die Summe der Totalspannungsquadrate. 
Liegt nur eine der Coordinatenaxen parallel einer Hauptspannung, 
so kommt in (15) und (18) einer der Summanden rechts und links 
vor, es folgt: Für alle Baure in einem Buriktc m zu einander senk- 
rechter Flächenelementej deren Normalenrichtungen senkrecht einer Haupt- 
Spannung liegen, haben die Summe der Normalspannungen und die 
Summe der Totalspannungsqumlrate je einen festen Werth. 

Nach (15) — (17) ist eine der Hauptspannungen Ä, jB, C gleich 
Null, wenn für beliebige rechtwinklige Coordinatenaxen 

(ly) Xx Yy^z — XxJ-z """ ^yZx — ZtgXy -p d Xy Xg^x ^^^ ^ 

ist; es sind zwei Hauptspannungen gleich Null, wenn neben (19) gilt 
(20) XxYy + YyZ. + ZzXx — X/ — Yz^ - ^4=0; 
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und sind alle drei Hauptspannungen gleich Null, so hat man noch 
(21) X,+ Y, + Z,^ 0. 

Verschwindet eine Hauptspannung, so folgt aus (3) mit (19) zur 
Bestimmung der zwei übrigen 

^99^ lh'-h{x,+ Y, + z,) + X, r, + r,z. 

verschwinden zwei Hauptspannungen, so liefert uns (3) mit (19), 
(20), oder auch (22) mit '(20) für die verbleibende 

(23) Ä = X^ + Fy + Z,, 

und.ist auch diese gleich Null, so existiren nach (10) bis (13) beim 
Punkte m überhaupt keine Spannungen. 

§ 15. Totalspanniuigen. Das Spanniuigsellipsoid. 

Für den Fall, dass die Axen der rc, y, z parallel den Haupt- 
spannungen A, By C gelegt werden, ergaben sich in § 14 

Xn = A cos (nx), Yn = JB cos (ny), Z« = (7 cos {nz). 

Da nun bei rechtwinkligem Coordinatensystem die Summe der 
Cosinusquadrate von (nx), (hy) und (nz) gleich 1 ist, so folgt 

^n* ^»* ^«' 

Werden die Componenten X«, F„, Zn von ü« als Coordinaten in 
den Richtungen Xy y, z für m als Coordinatenursprung aufgefasst, 
so stellt (1) die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoids dar, dessen 
Halbaxen gleich den Absolutwerthen von -4, B, C sind. Diese 
Absolutwerthe der Hauptspannungen sind also die Maxima und 
Minima der Totalspannungen, während sich in § 14 nur ergeben 
hat, dass dieselben gleich den Totalspannungen der zugehörigen 
Flächenelemente sind. 

Gehen wir nun zu besserer Beurtheilung des gefundenen Ellip- 
soids von einem beliebigen rechtwinkligen Coordinatensystem aus. 
Für die Flächenelemente der Normalenrichtungen x, y, z mögen 
E, ^, j die Richtungen r der Totalspannungen R^j By, B^ bedeuten, 
dann hat man nach § 3, (2) 

X X Y 

cos {ix) = ^, cos (^a;) = ^ , cos (ja;) = -^- • 

Werden nun für ein Flächenelement der beliebigen Normalrichtung 
n die Componenten der Totalspannung ü„, welche bei Zerlegung 
nach den im Allgemeinen schief zu einander liegenden Richtungen 
E, \)j i entstehen, durch 3£n, ?)», 3n bezeichnet, so ist die resultirende 
Componente in der Richtung x 
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Xn = Hn COS (ja?) + % COS (^o?) + gn COS (jo;), 
oder mit Rücksicht auf die darüber stehenden Cosinuswerthe 

X S5 ?, 

An = A;, -g- -f- Ay ^ + A, J-. 

Aus dieser Beziehung mit der in § 11 ebenfalls für beliebige Flächen- 
elemente gefundenen 

. X„ = Xa; cos {nx) + Xy cos (wy) + X» cos (nz) 
folgen 

cos (na;) = ^ , cos {ny) = W^ , cos (wj&) = ^ , 

woraus durch Quadriren und Addiren 

X 2 ff) 2 Q 2 

X y *a 

Denkt man sich j^ Q, j als positive Axenrichtungen eines schief- 
winkligen Coordinatensystems gewählt und die X«, ^n, 3»» ^^^ ^®" 
liebige Flächenelemente als Coordinaten von m aus angetragen , so 
stellt (2) die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoids dar, für welches 
i?a:, Ryy Hg conjugirte Halbmesser sind, wir können aussprechen: 
Trägt man von einem Punkte m aus die Totalspannungen iJ« oller 
m anliegenden Fläehenelemente nach Grösse und Richtung auf^ dann 
liegen die Endpunkte der B» auf einem Ellipsoide, für welches die 
HcHJbaocen gleich den Äbsolutwerthen der Hauptspannungen und die 
Totalspannungen für je drei zu einander senkrechte Flächenelemente 
conjugirte Halbmesser sind. Dies Ellipsoid wurde von Lame einge- 
führt, es soll hier Spannungsellipsoid heissen. 

Sind zwei Hauptspannungen numerisch gleich, so wird das 
Spannungsellipsoid ein Rotationsellipsoid, dessen Rotationsaxe von 
der Richtnngslinie der dritten Hauptspannnng gebildet wird. Er- 
, geben sich alle drei Hauptspannungen gleich, so wird das Spannungs- 
ellipsoid eine Kugel. 

Wir wollen hier noch einige weitere Beziehungen für die Total- 
spannungen Rn anschliessen. Nach § 13 hat man 

Bn" = B^^ cos^ (nx) + B,/ cos^ (ny) + B/ cos^ (nz) 

+ 2Pajy cos (nx) cos (ny) 
+ 2Pyz cos (ny) cos (nz) 
+ Pzx cos (nz) cos (nx) . 

Sind für zwei dem Punkte m anliegende Flächenelemente der 
Normalenrichtungen w, s die Totalspannungen durch ü«, Bs und 
deren Richtungen durch n, 8 bezeichnet, dann folgt aus § 3, (7) 
mit § 13, (1) 



(3) 
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P« = BnBsC03 (nS) = -Rx^cos (nx) cos (sx) + -B/ cos (ny) cos (sy) 

+ ü,^ cos (n0) cos (s;8f) 

-[- Pa:y [cos (nx) cos (sy) + cos (ny) cos (sa;)] 
-)- Py» [cos (wy) cos (s^) + cos (n^) cos (sy)] 
+ F^ [cos (w;8i) cos (sx) + COS (na?) cos (s;?)]. 



(4) 



Diese Gleichung liefert speciell für s = a?, y, ;ef 

(P^ = i?a.^ cos {nx) + Pa;y COS (ntf) + P« cos (n^), 
Pny = iJy^ cos (ny) + Pxy COS (na:) + Py, cos (n;ef), 
Pn, = R,^ cos (nj») + P,x cos (nx) + Py, cos (ny). 

Multiplicirt man diese Gleichungen bezw, mit cos (na?), cos(wy), 
cos(njei) und addirt, dann folgt wegen (3) 

(6) Rn^ = Pnx COS (nx) + Pny COS (ny) + Pnz COS (n;8r) , 

und multiplicirt man mit cos(sa;), cos(sy), cos(sjef), so entsteht 
durch Addition 

Pns = Pnx COS (sx) + P„y COS (sy) + P«, COS (Si^) 



(7) j^"- 



Pw COS (na;) + P»y cos (ny) + P„ cos (nis). 



Da die Function P«^ von der in § 8 betrachteten Form (3) ist, so 
könnte man die Maxima und Minima der Totalspannungen aus den 
dort gefundenen Beziehungen ableiten und es würden sich diejenigen 
Gleichungen ergeben, welche aus (6) bis (21) des § 24 entstehen, 
wenn dort (abgesehen von Ä, s und den Indices) grosse lateinische 
Buchstaben an Stelle der kleinen und Ä, B, C an Stelle von R^, 
R2, Rq gesetzt werden. Indessen sind die Maxima und Minima 
der Totalspannungen bereits durch § 14 bestimmt. 

§ 16. Die SteUtmgsfläche. 

Wir denken uns vom Punkte m aus die Spannungen P» aller 
7)1 anliegenden Flächenelemente nach Grosse und Richtung auf- 
getragen. Die Endpunkte der P„ liegen auf dem Spannungsellip- 
soide. Nimmt man den Ursprung rechtwinkliger Coordinaten im 
Punkte m selbst an, so ist die Gleichung eines m anliegenden 
Flächenelements der Normalenrichtung n 

X cos (nx) + y cos (ny) + cos (n^) = 0. 

Werden speciell die Axen der x, y, parallel den Hauptspannungeu 
Ay P, G gelegt, so folgen aus § 14, (12) 
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cos(nx) — ^ , cos (ny) — ^ , 


cos {ne) ^- , 


und damit für unser Flächenelement 





■^-. J^— "- 

(1) -f * + ^y + -^^ = o. 

Diese Gleichung entspricht nach der analytischen Geometrie einer 
dem Coordinatenursprung anliegenden Parallelebene zu der in der 
Richtung r von JB« (X„, Yn^ Zn) tangirenden Ebene der Fläche 
zweiten Grades 

2 2 2 

(2) ^ + t + ~c= + ^*- 

K^ bedeutet eine beliebige positive Zahl. Es existirt also eine 
Fläche zweiten Grades von der Art, dass die Tangentialebene jedes 
Punktes, welcher von einer Spannungsrichtung r getroffen wird, 
parallel dem durch die entsprechende Spannung i?„ afficirten Flächen- 
elemente ist. Diese durch Lame eingeführte Fläche vom Mittel- 
punkte m wird Stellungsfläche genannt. Denkt man sich dieselbe 
neben den Hauptspannungen gegeben, so lässt sich zu jeder Span- 
nung Rn bei m die Lage des afQcirten Flächelements und zu jedem 
Flächenelement fn bei m die Richtung der af&cirenden Spannung 
construiren. Im ersten Falle legt man durch den Punkt, in welchem 
r die Stellungsfläche durchdringt, eine Tangentialebene zu letzterer 
und zu dieser einen parallelen Schnitt durch m. Von den beiden 
im Schnitte zusammenhängenden Flächenelementen ist das von r 
getroffene oder nicht getroffene durch iJ» afficirt, je nachdem die 
Normalspannung Nn Zug oder Druck bedeutet. Im zweiten Falle 
legt man parallel zum Flächenelemente, mit letzterem auf gleicher 
oder entgegengesetzter Seite von m, je nachdem Nn Zug oder Druck 
bedeutet (siehe unten), eine Tangentialebene an die Stellungsfläche 
und zieht von m aus nach dem Tangenzpunkte die Richtung r, in 
welcher dann auch das Spannungsellipsoid die Grösse von i2„ ab- 
schneidet. 

Zum Zwecke specieller Untersuchung der Stellungsfläche mögen 
31, 35, S die Absolutwerthe von Ä, B, C bezeichnen. Man hat 
zwei Fälle zu unterscheiden. 

I. Es sind die drei Hauptspannungeu und damit überhaupt alle 
Nn Zugspannungen oder alle Druckspannungen. Dann kann in (2) 
rechts nur das positive, bezw. nur das negative Vorzeichen gelten, 
wir erhalten in beiden Fällen 

(3) i + y^ + ^^=K^ 
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Die Stellungsfläche ist also ein EUipsoid, dessen Mittelpunkt mit 
dem des Spannungsellipsoids in m liegt, während Halbaxen in den 
Richtungslinien der Hauptspannungen sind 

(4) a = KVW, 6 = -B:y», c = KyW. 

Bei dem Spannungsellipsoide waren die entsprechenden Halbaxen 

«, 93, ®. 

n. Es ist eine der Hauptspannungen von entgegengesetztem 
Vorzeichen wie die beiden andern ; so dass auch die Nn zum Theil 
Zug und zum Theil Druck bedeuten. Wir wollen die beiden 
Hauptspannungen gleicher Art A und C nennen. Da nun die linke 
Seite von (2) einen positiven oder negativen Werth liefern kann, 
so besteht die Stellungsfläche aus zwei Theilflächen der Gleichungen 

Die erste Gleichung vertritt ein Hyperboloid von einem Fache, mit 
den in den Richtungslinien der Hauptspannungen -4, B, G liegenden 
Halbaxen 

(7) a = KyW, 6 = ^]/=^, c = KyK 

Die zweite Gleichung entspricht einem Hyperboloide von zwei 
Fächern mit den in den Richtungslinien von Ä, B^ G liegenden 
Halbaxen 



Beide Hyperboloide hängen zusammen durch den gemeinsamen 
Asymptotenkegel 

(9) 51 "" ^ + ¥ "" ^• 

Die Richtung r von i?„ trifft das einfache Hyperboloid oder das 
doppelte Hyperboloid, je nachdem die Normalcomponente Nn von 
gleichem Vorzeichen mit Aj C oder mit B ist. Diejenigen Span- 
nungen, welche den Tangentialebenen des Asymptotenkegels ent- 
sprechen, liegen in diesen Ebenen selbst, haben also keine Normal- 
componenten. 

Sind zwei Hauptspannungen numerisch gleich, so wird die 
Stellungsfläche zu einer Rotationsfläche, deren Rotationsaxe in die 
Richtungslinie der dritten Hauptspannung fällt. Ergeben sich alle 
Hauptspannungen von gleichem Werthe, so erhalten wir als Stel- 
lungsfläche eine dem Spannungsellipsoide concentrische Kugel. 
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§ 17. Hauptschubspanniingen. 

Die Minima der Schubspannungen T„ sind gleich Null und 
treten für diejenigen Fläehenelemente ein, welche durch Haupt- 
spannungen afficirt werden. Es handelt sich nun darum, die Maxima 
der Tn zu ermitteln, welche man als Hauptschiibspannungen zu be- 
zeichnen pflegt. Die Axen der Xj y, z mögen dabei parallel den 
Hauptspannungen J., J9, G liegen. 

Für die Schubspannungen auf beliebige Fläehenelemente hat man 

oder mit den Ausdrücken § 14, (10), (13) und wegen 1 — cos^ = sin^, 

Tr? == A cos^ (nx) \ä sin^ (nx) — 2B cos^ i^yj] 

(1) j + JBcos2(wy)[j5sin2(n2/) — 2Ccos^(nz)] 

+ C cos* (n0) [Csin^(n^) — 2-4 cos^ (nxj\. 

Die für rechtwinklige Co ordinatenaxen gültige Gleichung 

cos^(n^) + cos^ (ny) -\- cos^(w;&) = 1 
liefert 

cos^(w;^) = sm^(nx) — cos^(ny) = sin^(wy) — cos^{nx), 

sin*(w0) = cos,^(nx) + cos^ (ny), 

und benutzen wir diese Beziehungen, um (ns) aus (1) zu eliminiren, 
so folgt für ein beliebiges Flächenelement 

(Tn^ = {Ä — Cfsm^{nx)cos'(nx) + (B - Gy8m^(ny)Gos\ny) 
^ M -2{Ä-C){B-^C) cos^ (nx) cos^ (ny). 

Durch DiflFerentiation dieser Gleichung nach den unabhängig variabeln 
Winkeln (nx)y (ny) erhält man 

2 T„ ^~ =(A-C)sm2 (nx) [(Ä - C) cos 2(nx)-2{B-C) cos« (ny)] 

dT 

^^»äTJ) = (^~^)^^^^(^2/)[(^— ^)cos2(ny)--2(^^ 

und die Bedingungen für Maxima und Minima von T„ sind danach 

(3) 8m2(nx) \{A - C) cos 2{nx) + 2{B - G) co8\ny)\ = 0, 

(4) sin2(w2/) [{B - G) cos 2{ny) + 2{A - G) cos2(wa;)] = 0. 

Führen wir von je zwei in einem Schnittelemente zusammenhängen- 
den Flächenelementen, welche durch gleiche Spannungen entgegen- 
gesetzter Richtungen afficirt werden, im Folgenden nur das eine 
an und wählen den positiven Drehungssinn der Winkel dem zu 
Anfang des ersten Abschnitts Gesagten entsprechend, so treten 
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nach (3), (4) Maxima oder Minima, von Tn für folgende Richtungs- 
winkel ein (Fig. 8): 





(nx) 


(«y) 


(ng) 


I 


45» 


450X 


90» 

V 


II 


45 


135 


90 


III 


90 


45 


- 45 


IV 


90 


- 45 


- 135 


V 


45 


90 


45 


VI 


135 


90 


— 45 


VII 





90 


90 


^111 


90 





90 


IX 


90 


90 






Die Richtungswinkel der anliegenden Flächenelemente weichen sämmt- 
lieh um 180® von den vorstehenden ab. Mit VII bis IX kommt 

man auf die durch 
Hau ptspannungen af- 
ficirten Flächenele- 
meute^ I bis VI müssen 
alsoMaximVider Schub- 
spannungen liefern, 
wir können ausspre- 
chen: Die seclis Schnitt^ 
elemente^ deren anlie- 
gende F lächenelemente 
durch Hauptschubspan- 
nungen afficirt werden, 
gehen je durch die Rtch- 
ttmgslinie einer Haupt- 
spannung (oder Axe des 
Spannungsellipsoids) 
undhalhiren den Winkel 
zwischen den beiden 
andern Hauptspannungen (oder Axen des Spannungsellipsoids). 

Wir bestimmen nun für die ermittelten, durch Hauptschub- 
spannungen afficirten Flächenelemente die Normalspannung und 
Totalspannung aus § 14, (10), (13), die Componenten von iJ„ in den 
Richtungen x, y, js und die Winkel der Richtung r von Rn mit 
diesen x, y, z aus § 14, (12), die Hauptschubspannungen jT« selbst 
aus obiger Gleichung (2) und die Componenten von Tn in den 
Richtungen a;, y, z aus § 14, (14). Es ergeben sich folgende Resultate. 




Fig. 8. 
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Für die Fälle I, ü, III, IV, V, VI, 



Nn = 



A-\-B B+C 0+A 



2 



E„= -|/?i±^, Y^-^, y''±^, 

Y = -\- — — 



]/2" ' ]/2~ ' 

COS (rx) = — -;=- , , + 



cos (ry) = H -~ , ;:rr , , 

cos (r jgi) = , + 



BJ^' Bj/2 ' 

(^-?^). f-^^- c-^). 



Tn cos (tz) = 



J5--0 C—A 



+ )/8" ' >/8 

Hierin sind alle Wurzelausdrücke als Absolutwerthe aufzufassen, 
für Tn die Absolutwerthe der angegebenen Ausdrücke zu wählen 
und von zwei angesetzten Vorzeichen das obere oder untere mass- 
gebend je nachdem es sich um den ersten oder zweiten der oben- 
stehenden Fälle handelt. Die Resultate zeigen u. A., dass die Rn, Tn 
jedes Flächenelements, welches durch eine Hauptschubspannung affi- 
cirt wird, senkrecht zu derjenigen Hauptspannung stehen, durch 
welche das Flächenelement geht und dass die in den Ebenen zweier 
Hauptspannungen liegenden Hauptschubspannungen mit den ersteren 
Winkel von 45® bilden. Die Hauptschubspannungen schliessen also 
wie die Hauptspannungen Winkel von 90® mit einander ein. 

§ 18. Speoielle Fälle. Untersuchungen in der Ebene. 

In vielen Fällen ist von vornherein bekannt oder angenommen, 
dafs alle einer bestimmten Ebene anliegenden Flächenelemente nur 
von Normalspannungen afficirt werden. Liegen dann die Axen der 
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X, y in dieser Ebene, so hat man far stetige Spannungen in den 
bisher abgeleiteten Beziehungen Xg = Zx = 0, Yg = Zy = und 
damit treten wesentliche Vereinfachungen ein. 

In jedem Punkte m(Xf y, 2) bestehen zwischen Spannungen, 
Ma3senkräften und Beschleunigungscomponenten nach § 11 die 
Gleichungen 



(1) 



dx 



dy 

dY, 



a/+ dy~^\dt -V' 



dZ. 



z 



dz 



-^e-?-4. 



(2) 



worin Yx = Xy ist. Für ein m anliegendes Flächenelement der 
beliebigen Norraalenrichtung n hat man die Componenten der in 
der Richtung r wirkenden Totalspannung Bn nach den Richtungen 

Xn = Xb cos (nx) + Xy cos {ny) = i?„ cos {rx) , 
Yn = Yx COS {nx) + Yy cos {ny) = JB« cos {ry) , 
Zn = Zz COS {nz) = Bn cos {rz) . 

Die Componente von Bn in beliebiger Richtung s drückt sich aus 

Sn = Bn COS {rs) = Xn cos {SX) + Yn cos {sy) + Z„ cos (S;8f) 

(3) \ =Xa.cos(wii;)cos(5a?)+ ]ryCos(wy)cos(52/)+Z^cos(n^)cos(s;8f) 

-j- Xy [cos {nx)co^{sy) + cos {ny)e.o^{sx) j 

und es liefert diese Gleichung z. B. mit s = w die Normalspannung 

^„ = iJ„ cos {rn) = Xa- cos^ (wa?) + Yy cos^ (ny) + Zz Qo??{nz) 

+ 2Xy cos {nx) cos {ny) , 

während die Totalspannung jB„ und resultirende Schubspannung wie 
in § 3 bestimmt bleiben. Da für cos {nz) = nach (2) auch Zn = 
ist, so wirken die Bn, Nnj T^ aller Flächenelemente, welche senk- 
recht zur icy- Ebene liegen, in der letzteren selbst. 

Nach § 14 hat man zur Bestimmung der Hauptspannungen h 

{h^Xx){h-Yy){h-Zz) — {h-Zz)Xy'==^0. 

Weil h = Zg eine Wurzel dieser Gleichung ist, so bildet 

(5) Zz = C 

eine Hauptspannung und damit ist bewiesen, dafs jede Normal- 
spannung, zu welcher keine Schubspannung gehört, als Hauptspan- 
nung betrachtet werden kann. Es fällt nun auch eine Axe des 
Spannungsellipsoides in die Richtungslinie von Zg, während die beiden 



(4) 
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andern Hauptspannungen und Halbaxen des Spannungsellipsoides 
bestimmt sind durch 

(6) (Ä-X«)(Ä- F,) — X/ = 

oder 

(7) h = :^(x. + r, + Yix, - Y,y + 4^0 • 

Für die Normalenrichtungen n der durch die Hauptspannungen A, B 
afficirten Flächenelemente hat man nach § 14, (7) 

(8) cos (ny) = -^ ^ cos (nrc) = jr_Y ^^^ (^^); c^*'=' (^^) ==" ^ • 

y y 

Mit Rücksicht hierauf und bei Beachtung von (6) folgt aus cos^(wä;) 

+ cos^(ny) + cos^(wj2;) = 1 






(9) cos(Ma5) - _^ f 2h-X - r 

Setzt man in (8) (9) für h den Werth einer der beiden Haupt- 
spannungen Äf B ein, so ergeben sich mit den beiden Vorzeichen 
in (9) die entgegengesetzten Normalenrichtungen derjenigen Flächen- 
elemente, welche durch diese Hauptspannung afficirt werden. Für 
den Fall, dass die Axen der x,y,z in die Richtungen von AjB,C 
gelegt werden, gelten die Beziehungen der §§ 15 — 17 ohne Aenderung. 

Specialfall I. 

Es sei Zs = C = 0. Dann haben wir nach der letzten 
Gleichung (2) 

(10) Zn = Bn cos (rz) = , cos (rz) = . 

Die Spannungen J?„, ^„, T« aller durch m gehenden Flächenelemente 
liegen in der icy-Ebene, auf welche also die Untersuchung in den 
meisten Fällen beschränkt werden kann. Aus (1) (2) folgen 

(11) S^-^' z„ = z, = o. 

Denkt man sich jetzt die Axen der rc, y in die Richtungen der 
Hauptspannungen Ä, B gelegt, so liefert § 14 für ein Flächen- 
element der beliebigen Normalenrichtung n 

(12) Z„ = -4 cos (nx) , T„ = B cos (ny) , Zn = C cos (nz) = 0, 

(13) Sn '=• Bn cos (rs) = Ä cos (nx) cos (sy) + B cos (ny) cos (sy) , 

(14) Nn = Bn cos (rn) = A cos^ (no^ + -B cos^ (^y) ; 

(15) B^ = X^ + Y;^ = A"^ cos2 (nx) + 5^ cos« (ny) = JV«« + 2;^ 

Für die durch die Hauptschubspannungen afficirten Flächenelemente 
gelten die Formeln des § 17 mit 0=0. 

Die Gleichung des Spannungsellipsoides für Coordinatenaxen 
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in den Richtungen der Hauptspannangen ist nach § 15^ (1) mit dem 
aus (12) folgenden Werthe von Z„ : C 



(16) 



n 



Y » 

n 



j«- + ^5- = sia«(n^). 



Das Spannungsellipsoid ist hiernach zur Umhüllungsfläche des nach 
Aussen durch die Ellipse 



(17) 



A' 



+ 



B' 



begrenzten Theils der -4-B-Ebene geworden. Für alle Flächen- 
elemente von gleichen Winkeln (nz) und die anliegenden Flächen 
demente entgegengesetzter Normalenrichtungen liegen die Endpunkte 
der Rn auf den der ^^-Ebene beiderseits anliegenden^ sich deckenden 
Ellipsen, deren Halbaxen gleich den Absolutwerthen von A sin {nz) 
und B Bm(nz) sind. Die Ellipse (17) entspricht den senkrecht zur 
^-B-Ebene liegenden Flächenelementen. Für den jetzt betrachteten 
Fall Zg = genügen übrigens vielfach die folgenden bequemeren 
Formeln. 

Specialfall IL 

Es interessiren nur die Spannungen für Flächenelemente senk- 
recht zur ÄJy-Ebene, wobei Zn von Null verschieden sein kann. Wie 
oben gefunden, liegen die Rn, Nn, Tn dieser Flächenelemente in der 

icy-Ebene. Auf letz- 
tere lässt sich, abge- 
sehen von ausserhalb 
-^ gelegenen 5„, die Un- 
tersuchung beschrän- 
ken, wobei die Lage 
der Flächenelemente 
nach ihren Spuren zu 
beurtheilen ist. Nen- 
nen wir nun in Ueber- 
-^ einstimmung mit frü- 
heren Festsetzungen 
einen Winkel positiv, 
wenn (für den aus der 
positiven Richtung der 
je:-Axe auf die xy- 
Ebene Sehenden) der 
den Winkel beschreibende Schenkel sich wie der Zeiger der Uhr 
rechts herum dreht, bezeichnen durch a den positiven, von bis 360^ 
variirenden Winkel (der Spur) des Flächenelements mit der positiven 




270<0L<3€0 



Fig. 9. 
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Richtung der rc-Axe und durch s die Richtung des von x verschie- 
denen Schenkels von a^ dann bestehen för beliebige Flächenelemente 
senkrecht zur ajy-Ebene und ihre erwähnte Richtung s die Gleichungen 
(Fig. 9): 

« = 90° + (nx) = 180« + (ny), « = (sx) = 90« + (sy), 
sin a = cos (nx) = — sin (ny) == sin (sx) = cos (sy)^ 
cos a = — sin (nx) = — cos (ny) = cos (sx) = — sin (sy) . 

Damit folgen aus (3) (4) Normalspannung und resultirende Schub- 
spannung in der Richtung s, — die Indices der Bn, JV«, T«, 8n mögen 
hier wegbleiben — 

N =^Xx sin* a -{- Yy cos* a — 2Xy sin a cos a , 

8 = (Xx — Yy) sin a cos a -{- Xy (sin* a — cos* a) , 

oder auch 

X +Y X —Y 

(18) iV = '^ ^ ^2 — - ^^«2« — Zy sin 2«, 

(19) S = + r= ^^ ^ sin 2« — Zy cos 2«. 

8 ergibt sich positiv oder negativ, je nachdem seine Richtung mit 
der Richtung s übereinstimmt oder ihr entgegengesetzt ist, T = Tn 
stellt wie immer einen Absolutwerth dar. Die Componenten der 
Totalspannung It in den Richtungen Xj y folgen aus (2) 

.gQv ^ |X„ = Xa:sina — Xycosa, 

\Yn= Xy sin a — Yy cos a , 

während Z» = ist. Bezeichnen wir noch den positiven oder nega- 
tiven spitzen Winkel der Richtungslinie von ü mit der Rich- 
tung n durch d, womit in (3) für die hier allein interessirende 
Richtung s bei ziehendem N Winkel (rs) = d — 90«, bei drückendem 
N Winkel (rs) = * + 90« wird, dann liefern .(3) (4) 

2V= R cos (rn) = + U cos *, 



(21) 



fif = B cos (rs) = + JB sin d, tg * = ^ , 



N 

die + Zeichen gelten für ziehende, die — Zeichen für drückende 
Normalspannungen N. Als Totalspannung schliesslich haben wir 
den Absolutwerth 



(22) R = yiP + S* = VxJ+YnK 

Die speciellen Winkel a, welche den durch die Hauptspannungen 
A^ B afficirten Flächenelementen entsprechen, sind nach (8) bestimmt 
durch die Gleichung 

(23) tg« j^ ^. 

Weyrauch, Theorie elastischer KöTi>cr. 4 
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Die Werthe der Hauptspannungen folgen aus (7). Setzt man in 

(23) Ä = ^, so ergibt sich die Bichtnngslinie der von A ergriflPenen 
Flächenelemente und der Hauptspannungen £; setzt man h = B, 
so findet sich die Richtungslinie der von B ergriffenen Flächen- 
elemente und der Hauptspannungen Ä. 

Wird die rc-Axe parallel der Hauptspannung Ä gelegt, und für 
diesen speciellen Fall der Richtungswinkel a des Flächenelements 
durch ß bezeichnet y so entstehen aus (18 — 20) die einfacheren Be- 
ziehungen 

(24) jy = A±^_A^cos2^, 

(25) 8= ^^^sin2/J, 

(26) Xn=A&mß, Yn= — B cos ß. 

Nach § 17 werden alle Flächenelemente senkrecht zur rcy-Ebene, 
welche Winkel von 45^ mit den Hauptspannungen einschliessen, 
durch Hauptschubspannungen afficirt. Wir erhalten aus vorstehen- 
den Gleichungen 

für/3= 45 und — 135« JV^=A±-^, o_^--B 



'A* + B* 



„ ß 45 „ 135« Jr=^4^, 



KJ — 


2 


tg* = 


A B 

" A + B > 


S = 


B A 
"• 2 ' 


f.crÄc= 


B—A 



7? _ l/ ^' + B^ 

^— V 2 ^ -ö- — A + B ' 

Diese Resultate hätten sich auch aus § 17 ergeben und ebenso lassen 
sich dort oder aus obigen Gleichungen die anderen Verhältnisse 
für die durch Hauptschubspannungen ergriffenen Flächenelemente 
entnehmen. 

§ 19. Potential der Spannungen. 

Es seien die Richtungscosinus cos(waj), cos(ny), co8{n0) be- 
liebiger von einem Punkte m(x, y, 0) ausgehender Richtungen n durch 
a, ß, y bezeichnet. Ist dann bei m der Ausdruck 

(1) 2(Z„rfa + Yndß + Zndy) 

das vollständige Differential einer Function von a, /3, y, so werden 
wir diese Function ein Potential der Spannungen daselbst nennen. 
Die Bedingungen für ein Spannungspotential lauten also nach § 9 

^^ dß ~ da ^ 'J^ df^ T^ ä7* 
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Nun bestehen fiir die Componenten der Totalspannung Rn in den 
Richtungen x, y, z nach § 11 die Gleichungen 

IXn = Xa,a + Xy/3 + X,y , 
Zn^ Z,a + Zyß + Z,y, 

worin im Falle stetiger Spannungen die Coefficienten der a, /3, y un- 
abhängig von den letzteren sind. Mit Bücksicht hierauf lassen 
sich die Bedingungen (2) schreiben: 

(4) Xy = Ta? , Yg = Zyf Zx =Xg , 

Da dieselben nach § 12 für stetige Spannungen erfüllt sind, so 
können wir aussprechen: Für stetige Spannungen cds Functionen 
des augenblicMichen Ortes eodstirt bei jedem Punkte m ein Spannungs- 
Potential. Wir werden im IV. Abschnitte eine andere Auffassung 
stetiger Spannungen kennen lernen. 

Welchen Werth hat unser Potential? Das Spannungspotential 
ist diejenige Function F, deren partielle Derivirten nach a, ß, y die 
Factoren von rfa, rf/3, dy in (1) sind. Nun folgen aus § 13, (4) 

ajv„ ajv„ ajv„ 

(5) 2Z„ = ^^, 2rn=-^, 2Z«=-^- 

Daher erhalten wir 

(6) d:Sn = 2(X„(?a + Yndß + Z^dy), 

es kann die Normalspannung als Spannungspotential angesehen 
werden. Gleichung (6) gibt an, um wieviel sich die Normalspan- 
nung ändert, wenn wir die Bichtungscosinus der Normale n des 
Flächenelements von a, ßy y aus um da^ dßj dy wachsen lassen. 

Man denke sich die Richtungen n auf die Punkte einer Kugel 
um m(Xyy,0) von beliebigem Radius r bezogen. Für ein durch m 
gelegtes rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen Axenrichtungen 
mit den Richtungen x, y^ z übereinstimmen, mögen £, Q, j die Goor- 
dinaten eines Kugelpunktes n und S + t?j, ^ -|- rf^, j -|- dl die Coor- 
dinaten eines von n aus in der Richtung s um ds entfernten Punktes 
s bedeuten. Die Richtungen der Punkte w, s von m aus seien durch 
n, g bezeichnet. Wir haben dann 

(7) cos (na?) = « = -|-, cos (wy) = /} = -5-, cos (n;e?) = y = 1-, 

(8) cos (5a;) = -ll , cos(sy) = -^, cos(5^) = J|^. 

Mit Rücksicht auf 

(9) ^ = (p„) = rftf 

folgen daraus 



<«£ = <«r - » 
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ponente der Schuhspanmmg Tn in der Bichtung s ist Die Normal- 
spannung wächst (in positivem Sinne) am stärksten in der Bichtung 
s = t der resultirenden Schuhspannung, sie nimmt am stärksten ab 
(in negativem Sinne zu) in der t entgegengesetzten Bichtung, und sie 
bleibt constant beim Vorgehen in jeder der zwei Sichtungen senkrecht 
m t Nach keiner, Bichtung s wächst die Normalspannung, wenn T« = 
ist, in welchem Falle für die Bichtung n eine Hauptspannung eintritt 
(§ 14). Existiren bei m überhaupt keine Schubspannungen, dann sind 
alle Normalspannungen von gleichem Werthe, tmd umgekehrt verschunn- 
den im Falle gleicher Normalspannungen sämmtliche Schubspannungen, 

» 
§ 20. Ueber die Gesetze stetiger Spannungen. 

Vergleicht man die in § 3 aufgestellten Formeln für die Span- 
nungen auf Flächenelemente beliebiger augenblicklicher Normalen- 
richtungen n mit den in § 4 gegebenen Beziehungen für die Ver- 
schiebungen der Punkte beliebiger anfanglicher Richtungen n, so 
zeigt sich, dass dieselben, abgesehen von den Bezeichnungen der Span- 
nungen und Verschiebungen durch grosse und kleine lateinische 
Buchstaben, vollständig übereinötimmen (die Gleichungen für Sn, Nn, 
Tnf Bny Pna, Grna n)it dcueu für s„, nn, tn, Ptuf gm)- Die alle andern 
Spannungscomponenten bestimmenden Oomponenten der Totalspan- 
nung Bn in den Richtungen x,y,z sind nach § 11: 

iXn = Xx COS (nx) + ^y COS (ny) + ^z cos {nz) , 
^n = ^x COS {nx) -j- Yy cos {ny) + F, cos {nz) , 
Zn = Zx cos {nx) + Zy cos (ny) + Z» cos {nz) , 

und die alle andern Verschiebungscomponenten bestimmenden Oom- 
ponenten der Totalverschiebung r„ in den Richtungen x, y, z nach 

§ 21: 

Xn == ^a; COS {nx) + Xy COS {ny) + Xz cos {nz) , 

(2) yn = yx cos {nx) + yy cos {ny) + y, cos {nz) , 

z^ = Zx cos {nx) + Zy cos {ny) + z» cos {nz) . 

In diesen Gleichungen sind für stetige Spannungen und Verschie- 
bungen die Coefficienten der Cosinus unabhängig von den Rich- 
tungen «. Während nun aber für stetige Verschiebungen weitere 
allgemeine Beziehungen neben den durch die erwähnten bedingten 
nicht existiren, haben wir für stetige Spannungen noch 

(3) Xy = I^ , Yg = Zy , Zx = X, , 

und damit überhaupt (§ 13) 

(4) Sn = N„ Gns'^2Sn. 

Wir können also sagen, dass die Gesetze stetiger Spannungen einen 
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speciellen Fall der Gesetze stetiger Verschiebungen bilden^ mit der 
Massgabe jedoch; dass die in den Gleichungen auftretenden Indices 
und Sichtungen n für diese die anfönglichen Richtungen der ver- 
schobenen Punkte^ für jene die augenblicklichen Normalenrichtungen 
der afficirten Flächenelemente bedeuten. Die Beziehungen zwischen 
stetigen Spannungen bei einem Punkte m lassen sich aus den im 
folgenden Abschnitte zu entwickelnden Beziehungen zwischen stetigen 
Verschiebungen bei m entnehmen, während das Umgekehrte nicht 
der Fall ist. 

In einem Falle jedoch bestehen die Gesetze stetiger Spannungen 
auf Flächenelemente beliebiger augenblicklicher Normalenrichtungen 
n zugleich für stetige Verschiebungen der Punkte beliebiger an- 
fänglicher Richtungen n, nämlich wenn für letztere die Gleichungen 

(5) Xy^y^cy 2/* = ^y ; ^x= X, 

gelten, womit allgemein 

(6) Sn=n,, gns = 2Sn. 

Wir werden sehen, dass dies immer zutrifft, wenn ein Potential der 
Verrückungen und damit auch ein Potential der Verschiebungen 
existirt (§§ 30, 31). Die Beziehungen für stetige Potentialverschie- 
bungen sind demnach bereits abgeleitet. 

Man kann sich fragen, ob die Spannungsgesetze nicht zweck- 
mässig nach Erledigung der Verschiebungsgesetze durch Speciali- 
sirung zu entwickeln seien. Allein da die ersteren vielfach unab- 
hängig von den letzteren zur Verwendung kommen und Potential- 
verschiebungen besonders wichtig sind, so erschien es zweckmässig, 
das Verständniss der betreffenden Gesetze nicht unnöthig zu er- 
schweren und vom Einfacheren zum Complicirteren überzugehen, 
üebrigens ist die erwähnte Specialisirung erst durch die hier vor- 
getragene allgemeine Theorie der Verschiebungen ermöglicht. 



IIL Abschnitt. 
BeziehaBgen zwischen stetigen Yersehiebangen. 

Die Verröckungen und Verschiebungen in der Umgebung eines 
Eörperpunktes m hat man bei allen bisherigen Elasticitatsunter- 
suchungen für einen bestimmten Zeitpunkt als stetige Functionen 
des anfanglichen Orts, der Coordinaten zu Beginn der Verrückungen, 
betrachtet. Ausserdem pflegte man die Verschiebungen gegen 1 
verschwindend klein anzunehmen^ eine Beschränkung, welche wir 
bei der folgenden Untersuchung stetiger Verschiebungen fallen lassen. 
Das Coordinatensystem^ hinsichtlich dessen die Bewegung der Eorper- 
punkte untersucht wird, soll seinerseits in beliebiger Bewegung sein. 
Die angenommenen Verrückungen kann man sich als wirklich ein- 
tretende oder als virtuelle vorstellen, unter virtueUm Verrückungm 
solche verstanden, welche zwar nach den allgemeinen Bedingungen 
des Systems (feste Punkte und Verbindungen, vorgeschriebene 
Bahnen u. s. w.) denkbar sind, ohne dass sie mit Rücksicht auf die 
augenblicklich massgebenden speciellen Ursachen (äussere Kräfte, 
Temperaturänderungen u. s. w.) wirklich einzutreten brauchen. 
Was für virtuelle Verrückungen gilt, muss also auch auf die actuellen 
Verrückungen Anwendung finden. Der betrachtete Körper darf in 
beliebig vielen Schnitten jeder Grösse und Form Unstetigkeiten der 
Verschiebungen enthalten, wenn nur die in § 8 erwähnten und § 21 
specieller gefassten Bedingungen erfüllt werden. 

§ 21; Versohiebangen für beliebige Biohtiingen. 

Vor Eintritt der betrachteten Bewegungen waren die Coordi- 
naten eines Punktes m x^y^g und diejenigen eines in der Richtung 
n um dn entfernten Punktes n x '\- dx, y + dy, ss -\- du. Durch 
die fragliche Bewegung möge m nach äj + 5; y + ^; ^ + 5 gelangt 
sein. Wir setzen 5; ^7 S '^^ deren BifferenUalquotienten nach x, y, 
swischm m und n als solche stetige Functionen des Orts voraus, dass 
mit i = f(x, y, z) dem Taylor^ sehen Lehrsatze zufolge die Äenderung 
von X '\- dx sich ausdrückt 
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a£ 



a« 



f{x + dx, y + dy, z + d0) ^ i + ^ dx + ^ dy + ^dz + '" 

und hierin die nicht angeschriebenen Glieder der Reihe rechts^ welche 

mit Quadraten, Producten und höheren Potenzen von dx, dy, dz mul- 

tiplicirt sind, vernachlässigt werden können. Analoges soll für die 

Aenderungen von y + dy, z -^^ dz gelten. Man hat also, wenn d^ 

das vollständige Differential von i nach den Veränderlichen x, y, z 

bedeutet, 

f(x + dXy y + dy, z + dz) = l^ + dt 

In gleicher Weise ergeben sich die Aenderungen der Coordinaten 
y -\- dy und z -^ dz des Punktes n gleich ij -f" ^^ ^^'^ i + d%. Die 
Componenten des Weges, welchen der Punkt n hinsichtlich des 
Punktes m zurückgelegt hat, werden damit in den Richtungen 
X, y, z (Fig. 10) 

a; + da? + 6 + dg — (rc + g) — dx = dl^, 

y + dy + 1^ + dri — (y + rf) — dy =^ dri, 

is + dz + ^ + di^{z + i)-dz=d^, 

und die Componenten der Totalverschiebung r« in den Richtungen 

ifa> dx fdj ^> V} ^ drücken sich aus 




(1) 



X 



dfi 



'^ ^ 5^ == *"« ^^® (^^)' 



dri 



yn = ^ = y«cos(ry), 

^n = ^ = r„ cos (rz). 

Dividiren wir die Aus- 
drücke der vollständigen 
Differentiale dg, di^, dg 
durch dn und berücksich- 
tigen 

/ \ dx 

cos {nx) = ^ , 
cos iny) = ^^, 



Fig. 10. 



cos inz) = 



dz 
dn 



so folgen 



(2) 



di 



di 



dl. 



= 15 cos (»a;) + Ij cos (ny) + |j cos (ns) , 



y. 



«5 



di 



di 



/» = äi ^"^ (***) + F^ "''^ ^^y) + äJ '^''^ ("'^)- 
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Sind nun für die in Frage kommenden^ m benachbarten Punkte aller 
Richtungen n die Verschiebungen a;«, y„, iSn stetige Functionen des 
Orts, so werden die in (2) auftretenden partiellen Dififerential- 
quotienten eindeutig bestimmt; wir erhalten 



(3) 



für w = a; 


^5 


dri 

y' dx> 


^- dx' 


» »» = y 


*" dy' 


dri 
y» dy' 


^^ dy' 


[ „ n — z 


X ^^ 


dti 

y' dz ' 


^' dz' 



und es stellen die drei ersten , drei folgenden und drei letzten par- 
tiellen Differentialquotienten die Componenten in den Richtungen 
X, y, z von r^y bezw. Vy und r, dar. Umgekehrt sind die Ver- 
schiebungen bei m so lauge stetige Functionen des Orte, als die 
partiellen Differentialquotienten in (2) dieselben Werthe behalten. 
Dies ist in Korpern , welche in beliebigen Schnitten Unstetigkeiten 
der Verschiebungen aufweisen, dann der Fall, wenn wir vom Punkte m 
aus nur solche Punkte n in Betracht ziehen, welche mit m auf der 
gleichen Seite jedes in Betracht kommenden Unstetigkeitschnitts 
liegen, d. h. auch, wenn wir alle Differentialquotienten in (2) auf 
die Seite von m beziehen. So wollen wir uns bei Körpern mit Un- 
stetigkeiten der Verschiebungen immer verfahren denken. 

Mit den vorstehenden Werthen von a;„, j^„, Zn gelten nun sämmt- 
liehe Gleichungen der §§ 4 — 6 und folgt z. B. durch Substitution 
von (2) in § 4, (9) die Normalverschiebung des Punktes n 

IUn = Xx cos* {nx) + j/y cos* (ny) + z^ cos* (nz) 
+ 9xy cos {nx) cos {ny)'^gyi cos (ny) cos {nz) 
+ g»x cos {nz) cos (wa;), 
worin 



(5) 



9»y 


— — Xy 


+ y» 


dy 


+ 


dt] 
dx' 


9yz 


— V' 


+^. 


du 
"^dz 


+ 


dti 
dy' 


9zx 


— ix 


+ a;. 


dt 


+ 


di 



Werden die Gleichungen (2) quadrirt und dann addirt, so folgt das 
Quadrat der Totalverschiebung unseres Punktes n 

i^n = i^x^ cos* (wo;) + ry* cos* {ny) + r,* cos* (nz) 
(6) '+ 22>ajy cos (nx) cos (ny) + 2pys cos (ny) cos (nz) 

+ 2p»x cos (nz) cos {nx)j 
worin, wenn j, 5, j die Richtungen r der Totalverschiebungen r», r^, r^ 
bedeuten, mit Rücksicht auf § 6, (4) 
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Pxy = XxXy + yxffy + ZxZy = r^ry cos (j^), 
(7) i?y* = XyX, + j/yy, + ZyZ^ = r^r, cos (^i), 

Tßzx = a^^a?« + y^y« + sizZx = n^x cos (jj). 
Die drei letzten Glieder in (6) verschwinden, wenn r^, /"y, r, zu 
einander senkrecht sind. 

Da die für Punkt w abgeleiteten Verschiebungen für alle m ge- 
nügend benachbarten Punkte der anfanglichen Richtung n gelten, 
so wollen wir sie auch einfach Verschiebungen für die Richtung n 
oder Verschidmngm der Richtung n nennen. Die Gleichungen (2) 
zeigen, dass für zwei einander entgegengesetzte Richtungen n die 
Totalverschiebungen von gleicher Grösse und entgegengesetzten 
Richtungen sind. Alle Punkte, welche zu Anfang der betrachteten 
Verschiebungen auf einem Linienelement oder Flächenelement bei m 
lagen, sind auf einem solchen Linienelement oder Flächen dement 
geblieben. Da aber jede Linie aus Linienelementen und jede Fläche 
aus Flächenelementen zusammengesetzt ist, so wird eine Linie oder 
Fläche, welche innerhalb eines Körpertheils mit stetigen Verschie- 
bungen vor Eintritt der letzteren durch gewisse Punkte belegt war, 
auch nachher bei veränderter Form durch die gleichen Punkte ein- 
genommen sein.' Zu beachten ist bei diesem Schlüsse, dass man die 
Grenzen der Elemente beliebig wählen kann. Auch der Oberfläche 
eines Körpers oder Körpertheils mit stetigen Verschiebungen liegen 
nach wie vor die gleichen Punkte an, und ebenso bleiben die auf 
jeder Seite eines Unstetigkeitsschnitts oder diesem anliegend ge- 
wesenen Punkte auf der fraglichen Seite oder Grenzfläche. Auf 
verschiedenen Seiten eines Unstetigkeitsschnitts benachbart gewesene 
Punkte jedoch können sich beliebig entfernen und der Unstetigkeits- 
schnitt selbst kann seine Form ändern oder zu einem Hohlraum werden. 

§ 22. Dehnungen, Drehungen, Gleitungen und Schiebungen 

beliebiger Biohtnngen. 

Wir gehen von den in §§ 5, 6 aufgestellten Beziehungen aus. 
Für die Dehnung Cn der Verbindungsgeraden eines Punktes w, 
welcher anzüglich von m aus in der Richtung n lag, ergab sich 

(1) (1 + Cnf = (1 + nnf + C = 1 -I- 2nn + r^ 

Substituirt mau in diese Gleichung w», r»^ nach § 21, (4), (6), so folgt 

{l + eny = {l+exycos\nx) 

-f- (1 + CyY cos^ (ny) + (1 + e,y cos* (nz) 

+ 2ga;y COS (nx) cos (ny) -|- jy, cos (ny) cos (nß) 

-}- 2qzg. cos (nis) cos (nx), 



(2) 
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worin, wenn x^, y^, 0^ die aus x, y, entstehenden Richtungen 
bedeuten, 



qxy = (1 + ^x) (1 + ey) cos {x^y^) = g^^y + p^y, 
(3) I qyz = (1 + ßy) (1+^0 cos (j/i ^1) = Oy, + py, , 



U^x = (1 + ^0 (1 + ßx) COS (^1 iCi) = gr^x + Psx, 



während die g undp in § 21 ausgedrückt sind. — Für die Drehungen 
izy iy, ix des Punktes n um Axen durch m in den Richtungen x, y, 
gelten die Gleichungen. des § 5 mit den in § 21 gegebenen Werthen 
der Xny yni ^n» Da jetzt dieselbe Dehnung und dieselben Drehungen 
für alle m benachbarten Punkte der anfanglichen Richtung n gelten, 
so wollen wir dieselben auch einfach als Dehnung und Drehungen 
für die Richtung n oder Dehnung und Drehungen der Richtung n 
bezeichnen. 

Sind bezüglich des Punktes m für zwei beliebige Punkte n, s 
die Totalverschiebungen durch /•„, r,, deren Richtungen r durch tt, 2, 
die Dehnungen durch e«, es und die neuen Richtungen durch n^, s^ 
bezeichnet, so haben wir mit 

(4) gns = **« cos (ns) + r, cos {^n) = 5« + w«, 

(5) Pns == r„rs cos (n§) = X^Xs + y^y, + 0n^S7 

(6) qns = (1 + e») (1 + ^s) cos (wjäJ — cos (ns) 

die Beziehung 

(7) qn,=gns+Pn8, 

unter g«,, ^n»; Pns die Schiebung, Normalgleitung und Total- 
gleitung der« Punkte n, 5 verstanden. Nach § 4, (8) mit § 21, (2) 
ist jetzt die Componente von r« in der Richtung s 

Sn == [Xx COS (nx) + ^y COS (wy) + Xg cos (wj8f)J cos (saj) 

(8) + Ufx cos (wa?) + yy cos (ny) + yz cos-(w;2f)] cos (sy) 
+ l0x cos (na:) + ^y cos (ny) + je?^ cos (n0)\ cos (5;?) 

und die Componente von r, in der Richtung n 

n, = \xx cos (sic) + ojy cos (sy) + ic^ cos {s0)\ cos (wo;) 

(9) + [Vx cos (sa?) + yy cos (sy) + y, cos {s0)j cos (ny) 

+ [;8?a; COS (sx) + % COS (s^) + 0^ COS (5^2?)] COS (n0). 

Durch Addition dieser Ausdrücke folgt die Normalgleitung 
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(10) 



(11) 



gns'=2xxCo&(nx)cos(sx)'\-2yyCos (ny) cos (5j/)+2^« cos (ne) cos {sz) 

-hffxy [cos (nx) cos (sy)-^ cos (ny) cos (saj)J 
+5^^« [cos(wy)cos(5^) + co8(w;2i) cos (sy)] 

-{-Slzx [cos(w;8f)co8(sii?)+cos(wa?)cos(sje?)l. 

Nach § 21, (2) sind die Componenten der Totalverschiebung r, (der 
Richtung s) in den Richtungen x^ y^ 8 

Xi = Xx cos (sx) + Xy cos (sy) + Xg cos (s^), 

y* = yx cos (saj) + yy cos (sy) + y, cos (sz), 

Za = ^x cos (sx) + ;sfy COS {sy) + ;?« cos (Sjß?). 

Multiplicirt man die erste, zweite und dritte dieser Gleichungen mit 
den entsprechenden Gleichungen § 21, (2), so entsteht zufolge (5) 

Pna = ^x^ cos (hx) COS (sx) 

+ Ty^ COS (ny) cos (sy) + r/ cos (nz) cos (s^?) 
+ Pxy [cos (wa?) cos (sy) + cos (wy) cos (sx)] 

+ i?y« [cos (wy) cos (sz) + cos (n^s?) cos (sy)] 

+ i>zx [cos (w;8?) cos (sx) + cos (nrc) cos (sz)j 

und werden (10) und (11) addirt, dann ergiebt sich die Schiebung 

ina = (1 + ^xY cos (nx) COS (sx) + (1 + CyY COS (ny) cos (sy) 

+ (1 + e^y cos (w^) cos (sz) 
+ Ö'ary [cos (nx) cos (sy) + cos (ny) cos (s^a?)] 

+ Ö'y« [cos (ny) cos (sjgi) + cos (nz) cos (sy)l 

+ Qsx [cos (w;8^) cos (saj) + cos (nx) cos (s£f)l — cos (ns). 

Da jetzt dieselben Werthe von g„,, ^r»,, pns für alle dem 
Punkte m genügend benachbart gewesenen Punkte der anfänglichen 
Richtungen n, s gelten, so werden wir auch kurz von den q^», 
ffnaf Pn$ för die Richtungen n, s oder von Schiebung, Normalgleitung 
und Totälgleitung der Richtungen n, s sprechen. Für s = n folgen 

(13) gnn = 2nny Pnn = »*«% ^nn = C« (;g? + 6«); 

und damit geht Gleichung (7) in (1) über. 



(12) 



§ 23. Die HauptversoMebTingen. 

Mit den Bezeichnungen (5) des § 21 hat man nach § 21, (4) 
und § 22, (10) die Normalverschiebung einer beliebigen Richtung n 
und die Normalgleituug zweier beliebiger Richtungen w, s 
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(4) 



nn = Xx cos* {nx) + yy cos* (ny) + Zz cos* {jiz) 
(1)1 + Qxy cos {noc) cos {ny)'\'gyz cos (wy) cos (w^s;) 

+ gzx cos (n;8?) cos (wic), 
'5fn« = SrCa: COS (na?) COS (sic) 

+ 2yy cos {ny) cos (^y) + 2z» cos (n;6i) cos (s^) 

(2) \ + fl'^y [<^os inx) cos (5y) + cos (ny) cos (^a?)] 

+ S'y^ [cos iny) cos (s-?) + cos {nz) cos (sy)] 

+ gzx [cos (w;2f) cos (sÄ?) + COS {nx) cos (s^)] . 
Gleichung (2) liefert die Gleitungen von n mit x^ y, z 

Ignx = 2xx cos {nx) + gr^-y cos (ny) + g^x cos (n^e?), 
gny=^2yy cos (ny) + gr^-y cos {nx) + gr^^ cos (n;2f), 
gnz = 2^?^ cos (n^f) + g^x cos (na?) + gy» cos (ny). 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit cos {sx\ 
cos {sy)y cos {sz) und addirt, so folgt mit Rücksicht auf (2) 

5^«« =gnx cos (sa;) + gny cos (sy) + gr^^ cos {sz) 

= 5^*0; öos {nx) + ö'^y cos (ny) + g^^ cos (n^?) 

und hieraus mit 5 = w wegen gnn = 2nn 

(5) 2nn = flr^a: cos {nx) + ^'ny cos (ny) + gnz cos (n;?). 

Damit sind die Normalverschiebung jeder Richtung n und die 
Normalgleitung von n mit beliebigen andern Richtungen s durch 
die Normalgleitungen von n mit den Richtungen x, y, z aus- 
gedrückt. 

Die mathematischen Maxima und Minima der Normalverschie- 
bungen bei einem Punkte m nennen wir Hauptverschiebungen da- 
selbst. Da die Function n„ von der in § 8 untersuchten Form (3) 
ist, so folgen die Verhältnisse der Hauptverschiebungen aus den 
dort abgeleiteten Gleichungen mit 9? = n„, a = Xxy b = yy^ c = Zz 

^ =^ igxp} ß = iE9y»7 1 ^^^ ^gzx» 

Die Werthe h der Hauptverschiebungen sind bestimmt durch 
die Gleichung 

j4(Ä - Xx) {h - yy) {h - z,) - (Ä - Xx)gyz^ — {h — y^gj 

\ — (Ä — z^g^^ — gxy gyz gzx = 0, 

welche nach Potenzen von Ä geordnet lautet 

4Ä«-4Ä*(a;, + yy + ^.) 

(7) I + 4fe {xxyy + yyZz + ZzXx - ^^^' "^ ^^/ "^ ^^^') 

— (4a::«yy^^ — a:«: 5fy,* — yy 5f^^* — ;e?^ gr^/ +5r^yflfy,^^^) = 0. 
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Da sich in § 26 zeigen wird, dass die Totalverschiebungen r„ wie 
die Halbmesser eines EUipsoids variiren, so sind auch sämmtliche 
fin reell und es hat Gleichung (7) drei, im Allgemeinen verschiedene, 
reelle Wurzeln, welche wir durch Ä = a, h = h, h = c bezeichnen. 
Substituirt man einen dieser Werthe in 

f «1 = (Ä — X:^ 2gy^ + Qzx gxyy 
«2 = (* — Vy) ^9zx + gxy 9yzy 

5g = (Ä — z,) 2g^y + gyz gzx, 
so folgen nach § 8 aus 



(8) 



1"« 



(9) cos (na;) — ?^, co8(ny) — ^, co8(n£!) = ^ 

mit den beiden Vorzeichen von 

(10) «; = ± Vis,s,y + {.s,s;y + is,s,f 

die zwei einander entgegengesetzten Bichtangen n, für welche diese 
Hauptverschiebung eintritt. 

Nach § 8, (4) und obigen Gleichungen (3) bestehen für jede 
Hauptverschiebung h die Beziehungen 

(11) 2h cos (nx) = gnx, 2h cos (ny) «= gny, Sh cos (nz) = gnz^ 

worin n die Bichtung für h bedeutet. Multiplicirt man dieselben der 
Beihe nach mit cos {sx), cos {sy), cos (s0) und addirt, so folgt mit 
Bücksicht auf (4) die Normalgleitung zweier Bichtungen n, Sy für 
deren eine die Hauptverschiebung h eintritt, während die andere 
ganz beliebig ist, 

(12) g„^ a:=h COS (ns). 

Die Normcdgleitung zweier zu einander senkrechter Bichtungen w, s, 
unter welchen sich die Richtung einer Hauptverschiebung befindet, ist 
gleich Null. Wenn nun Äj, \ zwei Hauptverschiebungen, w^, ng die 
zugehörigen Bichtungen n, dann ergiebt sich mit h = \, n = n^y 
s = ng, bezw. ä = Äj, n = Wg, s = w^, 

gns = \ cos (n^n^) = Äg cos (n^n^), 

und weil \,h^Ym Allgemeinen verschieden sind, so muss cos {n^n^ = 
sein: Die Bichtungen w, welchen die drei Hauptverschiebungen ent- 
sprechen, bilden mit einander Winkel von 90®; für je zwei dieser Bich- 
tungen eodstiren keine Normalgleitungen, 

Werden jetzt die Axen x, y, z parallel den Bichtungen der 
Hauptverschiebungen a, b, c gelegt, so folgen aus (1), (2) die 
Normalverschiebung einer beliebigen Bichtung n und die Normal- 
gleitung je zweier beliebiger Bichtungen n, s 

(13) nn'^a cos* (nx) + b cos^ (ny) + c cos^ (w^), 
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(14) 5r^==2acos(nfl!j)cos(5ic)4-26cos(ny)cos(5y) + 2ccos(njßr)cos(s^), 

während die Gleitungen der Richtung n mit den Richtungen Xy y, z 
nach (3) folgen 

(15) Qnx = 2acos(nfl!;), g^y = 26cos(wy), g^» == 2ccos(nj2:). 

Auch die Gleichungen für r«^, j)«,, (1 + e«)^, j«, lassen sich bei 
den angenommenen Axenrichtungen wegen 2ary=i?a^, Q.v»=^Py9 
izx = Pzx noch anders als in den §§ 24, 25 ausdrücken. 

Denken wir uns Gleichung (7) das eine Mal wie oben für be- 
liebige rechtwinklige Goordinatenaxen^ das andere Mal für den Fall 
angeschrieben, dass die Goordinatenaxen parallel den Hauptver- 
Schiebungen liegen, so folgen 

(16) X;c + yy + Zz=a'\'b + C = G), 

(17) 4:(xa:yy + yyZz + ZzX^) — gxy^ — gyz^ — gzx^ = Hab + hc + cd)y 

(18) 4:Xa:yy0z — 00a:gyz^ — yygj — z,g^ + g^gy» g^ = 4a6c. 

Aus (16) schliesst man: Die Summe der Normälverschiebungen für 
je drei im seihen Punkte zu einander senkrechte Bichtungen hat einen 
festen Werth. — Liegt eine der Goordinatenaxen parallel einer 
Hauptverschiebung, so ist in (16) einer der Summanden links iden- 
tisch mit derselben und daher folgt: Für alle Paare in einem Punkte 
m zu einander senkrechter Richtungen^ welche mit der Richtung einer 
Hauptverschiebung rechte Winkel einschliessen, hat die Summe der 
Normalverschiebungen denselben Werth, 

Nach (16) bis (18) ist eine Hauptverschiebung gleich Null, 
wenn für beliebige gerichtete Goordinatenaxen 

(19) ^x^yyZz — Xxgyz^ — yygj — z^g^ + gxzgyzgzx = 0; 

es sind zwei Hauptverschiebungen gleich Null, wenn neben (19) 
erfüllt ist 

(20) ^{x^yy + Vy^z + ^zX:) — gxy^ — gy,^ — gj = 0; 

und wenn alle drei Hauptverschiebungen verschwinden, so hat 

man auch 

Xx + yy + Zz = 0; 

es existiren dann nach (13), (14) beim betrachteten Punkte m weder 
Normalverschiebungen noch Normalgleitungen, doch können Trans- 
versalverschiebungen vorkommen. 

§ 24. Grenzversohiebungen. 

Mit den Beziehungen (7) des § 21 haben wir nach § 21, (6) 
und § 22, (11) für die Totalverschiebung r„ einer beliebigen Rich- 
tung n und die Totalgleitung p^ zweier beliebiger Richtungen n, s 
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(2) 



(1)| + 2i)a;yCos(wic) cos(wy) + 2pysCo&{ny) co8(n^) 

+ 2pzx^oB{nz)co^inx)y 
fp^ = rj cos (n x) cos {sx) + V ^^^ (wy) cos {sy) + n* cos {nz) cos (5 jer) 

+ Pxy [cos (na;) cos (sy) + cos (ny) cos (5a;)] 
+ Vy* [cos (wy) cos {s z) + cos (wjsf) cos (5y)] 

+ i>«ar [cos {nz) COS (so;) + cos {nx) cos (SiSf)]. 

Die letzte Gleichung liefert speciell für s = x, y^ z 

Pnx = rx^cos(nx) +i'«yCOs(wy) + j)«.cos(w^), 

Pny = r/cOs(wy) + ParyCOs(wiC) -^ Py^ COS (fiz) , 

j>^, = r5*cos(wjef) +jo«»cos(wa;) + j9y,cos(ny). 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit co8(sfl;), 
cos(sy), cos (sä?) und addirt, so folgt 

Pm =Pnx(^08{sx) + P„yCOs(sy) + i?n,COS (w^) 

= Psx COS (nx) + psy cos (sy) + p„ cos (sz) 
und hieraus mit s = n wegen pnn = fn^ 
(5) Tn^ = PnxCos(nx) + p„yCos(ny) + pnz008(nz). 

Die mathematischen Maxima und Minima der Totalverschiehungen 
bei einem Punkte m bezeichnen wir als Grenzverschiebungen daselbst. 
Da die Function r«^ von der in § 8 behandelten Form (3) ist, so 
gelten die dort abgeleiteten Beziehungen auch für die Grenzver- 



(3) 



(4) 



Schiebungen mit 9 = r«*, « = ^x*; h = fy^, c = r/, d = pxy. 



'zx* 



<l-: 



^=Pyz, f = Pi 

Die Quadrate Ä der Grenzverschiebungen sind bestimmt durch 
die Gleichung 

r.')(Ä - *-/)(Ä - r/) 
'')Pv^ — <Ä — ry^)pj — (Ä — r,^)p^^— 2pa^py»psx = 0, 
welche auch in folgender Form geschrieben werden kann 

^3 _ J^2^^^2 ^ y^2 ^ ^^2) 
(7) ' + Ä(ra:V/ + ryW + »•/♦'x^ — l^x/ — Py»^ — Pzx^) 

— (r^^ry^ r? — r^^^py^^ — r^pj — r,*pay* + 2payl>j,*i?*a:) = 0. 

Da sich in § 26 zeigen wird, dass die Grenzverschiebungen durch 
die Halbaxen eines EUipsoids dargestellt sind, so hat vorstehende 
Gleichung im Allgemeinen drei verschiedene reelle Wurzeln, welche 
wir mit Ä = r^^, ä = r^^ h = r^^ bezeichnen. Substituirt man einen 
dieser Werthe in 
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«1 = (* — '^x^)^yz +PzxPxy, 
iß) «2 = (h — ry^)Pz:r + PxyPyzy 

SO liefern die Gleichungen 

(9) cpsM = ^, cos(ny) = ^, cos(nxr) = ^% 
mit den beiden Vorzeichen von 

(10) «; = + y{s,s^y + (s,S3)* + (S3S,)* 

die zwei einander entgegengesetzten Richtungen w, für welche die 
entsprechende GrenzverschiebuDg eintritt. 

Nach (3) und § 8,(4) bestehen für jede Grenz Verschiebung r„=}^A 
die Gleichungen 

(11) hco^{nx)=pnxj hcos(ny) =pnyy hcos(ni2)=pm. 
Multiplicirt man dieselben bezw. mit cob(sx\ cos {sy\ cos{s0) und 
addirt, so folgt mit Rücksicht auf (5) für zwei Richtungen w, s, deren 

einer eine Grenzverschiebung Yh entspricht, bei beliebiger anderen 

(12) Pna = h cos (ns). 

Die Totalgleitung p^ zweier m einander senkrechter Richtungen, n, s, 
für deren eine eine Gren^verschiebung eintritt^ ist gleich Null. Die 
Totalverschiebungen dieser Bichi/ungen sind senkrecht zu einander. 
Wenn nun Äj, \ die Quadrate zweier Grenzverschiebungen, n^^ n^ 
die zugehörigen Richtungen n, so hat man einmal mit h = hj, 
n^ =s n^^ s = n^ und dann mit Ä = Äg, w = Wg, s = m^, 

Pw = hj^ cos (n^n^) = h^ cos (WaWj). 

Da aber \, h^ im Allgemeinen von einander verschieden sind, so 
muss cos(Win2) = sein: Die Richtungen n, für welche die drei 
Grrenfsverschiebungen r^y rg, r^ eintreten, schliessen mit einander rechte 
Winkel ein, für je zwei derselben existiren keine Totalgleichungen. 

Werden die Coordinatenaxen x, y, z den letzterwähnten Rich- 
tungen n parallel gelegt, dann nehmen die Gleichungen (1) bis (3) 
folgende einfachere Formen an 

(13) r„^ = r^^ cos* (nx) + r^^ cos* (ny) + '-''3^ cos* (nz), 

(14) pns = ^i^ cos (nx) cos (sx) + ^2^ cos (ny) cos (sy) + r^^ cos (nz) cob{sz), 

(15) Pf^ = rj* cos (nx), pny = r^ cos (ny), j)„, = r^ cos (wjg?). 
Die Gleichungen für w„, g^y Qns, (1 + ^)^ lassen sich mit Rücksicht 
auf jary = gxy, Qyz = 9yz, Qtx = gzx ebenfalls noch anders als in 
§§ 23, 25 schreiben. 

Denken wir uns ähnlich dem Verfahren in § 23 Gleichung (7) 
einmal wie oben für beliebige rechtwinklige Coordinatenaxen, ein 

Weyrauch, Theorie elasiisoher Körper. 5 
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andres Mal für den Fall angeschrieben, dass die Axen parallel den 
Richtungen n gelegt werden, für welche die Grenzverschiebungen ein- 
treten, so entstehen folgende Gleichungen 

(16) r.« + r,' + r/ = r,' + r,« + V, 

(17) rJ'ry^+ryW+r,^rJ^--p:^^—py,*--pJ=r^^r^^+r^^r^^+r^^r,^^ 

(18) r^\W — r^%,^ — ry^Pzx^ — r^^jpo:/ + 2p:^py,p^ = iTi^r^W- 

Aus (16) folgt: jFwr je drei im selben Punkt m einander senkrechte 
Eichtungen hat die Summe der Totalverschidmngsqmdrate einen festen 
Werth. Liegt eine der Coordinatenaxen parallel einer Richtung w, 
für welche eine Grenzverschiebung eintritt, so kommt das Quadrat 
der letzteren in (16) rechts und links vor, wir schliesseu: Für 
alle Faare im Punkte m zu einander senkrechter Bichtungen, welche 
mit der einer Grenzverschiehuug entsprechenden Richtung n rechte Winkel 
einsiMiessen, hat die Summe der rn denselben Werth. 

Nach (16) bis (18) ist eine Grenzverschiebung gleich Null, 
wenn für beliebig gerichtete rechtwinkelige Coordinatenaxen 

(19) r^r^r^ — 'TyPy^ — r^Pzx — r^p^^ + "ip^py^p^^ = 0; 

es sind zwei Grenzverschiebungen gleich Null, wenn neben (19) 
erfüllt ist 

(20) r,Vy« + ryV,2 + nV,^ - jp,/ - py? - pj = 0. 

Wären schliesslich alle drei Grenzverschiebungen gleich Null, so 
würde noch hinzutreten 

(21) r,« + r/ + r/ = 0. 

In diesem Falle haben nach (13), (14) im Punkte m überhaupt 
keine Totalverschiebungen und Totalgleitungen hinsichtlich unseres 
Coordinatensystems stattgefunden. Mit r„ = 0, jp„, == werden 
(1 + e„)^ = 1 + 2n„, gn« = gn»y die Gruppirungsänderungen und 
sonstige Bewegung haben sich ausgeglichen. 

§ 25. Die Hauptdehnungen. 

Mit den Bezeichnungen (3) des § 22 hat man nach § 22, (2), 
(12) für die Dehnung e„ einer beliebigen Richtung n und die 
Schiebung g^ zweier beliebiger Richtungen n, s 

(1 + e:f = (1 + e,)^cos«(n^) + (1 + ey)Ho^\ny) 

(1) \ 4" (1 + ^^)^ cos^ {J^z) + 2 qjxy cos (na;) cos (wy) 

+ 2 qyz cos (ny) cos {n£) + 2 g^a- cos (ni) cos (wo?), 
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(2) 



(4) 



q,n» = ^«(2 + ea.)cos(na;)co8(sÄi) + Cy(2 + ey)cos(ny)cos(sy) 

+ 6,(2 + c,)cos(n;2r)cos(5;E?) 
+ 2xy[cos(wic)cos(sy) + cos(ny)cos(sa;)] 

+ 2y«[cos(ny)cosXsjßr) + cos(wjef)cos(sy)] 

+ g'«ar[cos(n;ef)co8(sa5) + cos(wÄi)cos(5;8f)]. 

Aus (2) folgen die Schiebungen von n mit x, y, ^e? 

|2nx = ex(2 + eaj)cos(wa;) + 2a:yCos(wy) + qzxQOB{nz), 
qny = ey(2 + ey)cos(ny) + g;ryCos(na;) + gy^cos(wÄf), 
ö'«^ = 60(2 + ez)co&{n0) + g^ajCos(wa;) + ö^y«cos(wy). 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit cos(sa;), 
cos(sy), cos(5;Ef) und addirt, so folgt mit Rücksicht auf (2) 

ffn« = g«a:COs(sa?) + 2nyC0S(sy) + Jn«COs(s^) 

= 2*cCos(na:) + g^,yCos(wy) + g„cos(w;ef), 

und hieraus mit s^^n wegen g„„ = e„(2 + e„) 

(5) e„(2 + e„) = gr^cos(wa;) + gnyCos(»y) + g«cos(9^^). 

Die mathematischen Maxima und Minima der Dehnungen Cn 
bei einem Punkte m bezeichnen wir als Hauptdehnungen daselbst. 
Sie treten mit den Maxima und Minima der (1 + e„)* ein und da 
diese Function von der in § 8 betrachteten Form (3) ist, so ergeben 
sich die Verhältnisse der Hauptdehnungen aus den dort abgeleiteten 
Gleichungen mit ^p = (1 + 6«)^ a = (1 + Ca-)^ = ifex; 6 = (1 + ^^ =Äy, 
c *= (1 + e^^ = h, d = cixyj e = gy^, f= qzx- 

Die den Hauptdehnungen entsprechenden Ä = (1 + ß»)* ^^d 
damit die Hauptdehnungen selbst sind bestimmt durch die Gleichung 

(Ä — Ä;,)(Ä-Ä;y)(Ä-i,) 

— (h — h^qyz^ — {h — h])gizx^ -■ (h -- 'kz)qzy^ — 2q^qyzqzx==^t 
welche nach Potenzen von h geordnet lautet 



(6) 



(7) 



rb — n {JCx -f" fCy -f- kg) -|- h (JCxfCy -J- fCyiCg ~\^ iCziCx — q^y qyz qzx ) 



— (kxkykz kxqyz kyqzx — kgqxy "T~ ^qxyqyzqzx) — V. 

Da sich in § 27 zeigen wird, dass die den Hauptdehnungen ent- 
sprechenden 1 -f- ^» durch die Halbaxen eines EUipsoids dargestellt 
sind, so hat vorstehende Gleichung drei, im Allgemeinen verschie- 
dene, reelle Wurzeln, welche wir durch Ä = (l + ei)^, ä = (1+c2)^ 
Ä = (1 -f- ^s)^ bezeichnen, womit c^, e^j e^ die Hauptdehnungen be- 
bedeuten. Substituirt man einen dieser Werthe h in 
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(8) 



Si = Ql — h)qy, + QzxQxyy 
Sjj == (Ä — JCy)qza: + qxyQyz, 

Us = (Ä — hz)qxy + qyzqzx, 



so folgen ans 

(9) cos (nx) = ^ , cos (wy) = ^ , cos (n z) = -^** , 

mit den beiden Vorzeichen von 



(10) «; = ± yis,s,f + is,s,y + {s,s,y 

die zwei einander entgegengesetzten Richtungen w, für welche die 
entsprechende Hauptdehnung eintritt. 

Nach (3) und § 8 (4) gelten für jede Hauptdehnung, wenn n 
die zugehörige Richtung bedeutet^ 

(11) (h—i)co8(nx)=qnx, (Ä — l)cos(ny)=gi,y, (ä— l)cos(nief)=g«,. 

Multiplicirt man diese Gleichungen bezw. mit cos(5a?), cos(sy), 
cob(sz) und addirt^ so folgt mit Rücksicht auf (4) die Schiebung 
zweier Richtungen n, s, für deren eine die h entsprechende Haupt- 
dehnung eintritt^ während die andere ganz beliebig ist^ 

(12) . gr„ = (Ä — l)cos(ns). 

Die Schiebung zweier zu einander senkrechter Bichhingen, deren einer 
eine Hawptdehnung entspricht y ist gleich Null. Wenn nun Ä^, h^ die 
(1 + ^n)* zweier Hauptdehnungen, «i, n^ die zugehörigen Richtungen 
w, so hat man nach (12) mit h ^=\j n ^^n^, s = n^ bezw. mit 

uns = (Äi — 1)C0S(«1W2) = (Äg — l)C0S(W5jWi); 

und da h^^ \ im Allgemeinen von einander verschieden sind^ so 
muss cos(»in2) = sein; Die Bichtungen w, für welche die drei 
Ha/uptdehnungen e^y e^^ e^ eintreten y bilden mit einander Winkel von 
90®, für je zwei derselben existiren keine Schidmngen. 

Legen wir die Axen der Xy tfy z parallel letzl^euannten Rich- 
tungen, so gehen (1) bis (3) über in die folgenden Gleichungen 

ri3^ ((1 + ^nf = (1 + e,ycos\nx) + (1 + ^)«cos^(ny) 
^ ^ 1 +(l + ^3)'cos«M, 

(lA^ f öfn* = «1 (2 + ^i) cos(na;) cos (sx) + ^2 (2 + e^) cos (ny) cos (sy) 
\ -{-e^(2-{-e^)cos{nz)cos{sz)y 

qnx = ei(2 + Ci)cos(wa?), 
(15) ' qny = e^(2 + ^2)cos(wy), 

qnz = 63(2 + c^)cos(n^). 

Auch die Gleichungen für w», gns, *"«, Pns lassen sich wegen gxy= — Pzy, 
gyz = — Pyzj gzx = — Pzx Hoch audcrs als in §§ 23, 24 ausdrücken. 



. (18) [ 
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Denken wir uns analog dem Vorgehen in den §§ 23^ 24 Gleichung 
(7) einmal wie oben für beliebige rechtwinklige Goordinatenaxen, 
das andere Mal für Coordinatenaxen parallel denjenigen Bichtungen 
n gelegt; für welche die Hauptdehnungen eintreten, so folgen 

(16) *« + Ä, + Ä. = (1 + e,y + (1+ e,y + (1 + e,y, 

(n^ !***" "^ *"** + *^*^ — 2*/ — 3»/ — qJ = (1 + «i)*(i + «2^ 

tCxf^yKz Kxiyz '^yQ.zx f^zQxy "r" ^QxyQyzQzx 

= (1 + e,)«(l + '•.)*(1 + ^3)^ 
Gleichung (15) kann man aussprechen: Für je drei im seihen Punkt 
zu einander senkrechte Bichtungen hat die Summe der (1 + c„)^ einen 
festen Werth Liegt eine der Coordinatenaxen parallel einer Rich- 
tung n, welche einer Hauptdehnung entspricht, so kommt in (15) 
dasselbe (1 + e„)^ rechts und links vor, daher: Für alle Paare in 
einem Punkte zu einander senkrechter Richtungen, welche mit der einer 
Hatiptdehnung entsprechenden Bichtung n rechte Winkel einschliessen, 
ist die Summe der (1 + e»)^ von gleichem Werth, 

Sind beim Punkte m die drei Hauptdehnungen gleich Null, so 
haben daselbst nach (13), (14) überhaupt keine Dehnungen und 
Schiebungen stattgefunden, der Körper kann seine Lage gegen das 
Coordinatensystem geändert haben, die gegenseitige Gruppirung der 
Theilchen bei m aber ist dieselbe geblieben (§ 6). 

§ 26. Das Yersohiebungsellipsoid. 

Wir nehmen rechtwinklige Coordinatenaxen von beliegen Rich- 
tungen X, y, z an. Für letztere seien r^, ry, n die Totalverschie- 
bungen und J, ^, S deren Richtungen r. Nach §21,(1) hat man 
dann 

/p rp rjß 

cos(ja;) = ■— , cos (t)a:) = -f , cos(ja:) = -^ • 

^x y » 

Sind nun j«, ^n, Jn diejenigen Componenten einer beliebigen Total- 
verschiebung r„, welche bei Zerlegung nach den im Allgemeinen schief 
gegen einander liegenden Richtungen j, 5, } entstehen, so wird die 
resultirende Componente von r„ in der Richtung x 

Xn = JnCOs(jÄ;) + 5„cos(^a;) + 5nCos(}a;), 
oder mit Rücksicht auf die darüber stehenden Cosinuswerthe 

Xn = Xx—+ Xy-r + X,—' 

'^x y « 

Nach § 21, (2) hat man für jede beliebige Richtung n 

Xn = XxQO^(nx) + y„cos(wj/) + ^nCos(n^). 
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Daher folgen 

r h * 

(1) cos(na;) = -^, cos(ny) = -2-, co8(»^) = -r-, 
und weil die Quadratsunime dieses Cosinus gleich 1 sein musS;^ 

(2) r-s + T^^ + ri»!. 

X 'y z 

Denken wir uns die Bichtungen j, t), j der Total Verschiebungen 
^orj 'fyy ^z als positivc Axenrichtungen eines schiefwinkligen Coor- 
dinatensystems mit dem Ursprünge in m gewählt und die j:»; ^m In 
als Coordinaten angetragen^ so stellt (2) die Mittelpunktsgleichung 
eines Ellipsoids dar, für welches Txy Ty^ r« conjugirte Halbmesser 
sind. Es variiren also die Totalverschiebungen r« wie die in ihre 
Bichtungen fallenden Halbmesser dieses Ellipsoids, und je drei con- 
jugirte Halbmesser desselben stellen die r„ für drei zu einander 
senkrechte Bichtungen w dar. Für diejenigen drei einander recht- 
winkligen w, welchen die Grenzverschiebungen entsprechen, sollen 
aber nach § 24 die conjugirten Halbmesser r« auf einander senk- 
recht stehen, die letzteren müssen also die Halbaxen bilden, wir 
können zusammenfassen: Trägt man von einem Tunkte m aus die Total- 
Verschiebungen Tn aller RicJdungen n nach Grösse und Bichtung an, 
so liegen die Endpunkte der rn auf einem Ellipsoide, für welches die 
Grenzverschiebungen r^, r^, r^ Halbaxen und die rn je dreier m 
einander senkrechter n conjugirte Halbmesser sind. Dies EUipsoid 
werden wir Verschiebungsellipsoid*) nennen. 

Legt man die Coordinatenaxen x, y, z parallel denjenigen Bich- 
tungen w, für welche die Grenzverschiebungen fj, rg, r^ eintreten, 
so lautet die Gleichung des Verschiebungsellipsoids 

(3) ^,+ 7^ + 1^ = 1. 

M ^2 ^3 

Die Axen j, ^, j sind jetzt zu einander senkrecht, liegen aber nicht 
wie im analogen Falle beim Spannungsellipsoide den Bichtungen 
Xy y, n parallel, es hat eine Drehung um den Ursprung m statt- 
gefunden. Weiter erhält man bei den angenommenen x^ y, z nach 
(1) und § 21, (1) für beliebige Bichtungen n 

In = riCos(wa?) = ^«cos(rj), 

(4) t|n = r2 cos {ny) = r„ cos (r t|), - 
J» = ^3 cos {nz) =- r„ cos (r j) , 

*) Der Name wird vielfach für das EUipsoid des § 27 verwendet, eignet 
sich aber besser für das hier behandelte, sonst nicht abgeleitete EUipsoid, 
welches nach Wesen und Entstehung dem Spannungsellipsoide entspricht. 
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welche Gleicliimgen wegen 

^«* ^ in' + t)n' + in' 

wieder auf § 24, (13) führen. 

Sind zwei Grenzverschiebungen gleich gross, so wird das Ver- 
schiebungsellipsoid ein Rotationsellipsoid, dessen Rotationsaxe mit 
der dritten Grenzverschiebung zusammenfällt, und sind alle drei 
Grenzverschiebungen gleich gross, so wird das Yerschiebungsellipsoid 
eine Kugel. 

§ 27. Die DeformationsfLäohe. Dilatation. 

Durch die Verschiebungen bei m sind diejenigen Punkte, welche 
anfänglich von m aus in der Richtung n lagen, in eine neue Rich- 
tung Wi gelangt und es hat sich ihre Entfernung dn um e„dn ge- 
ändert. Die neue Entfernung und neue Richtuug sind bestimmt 
durch die Projectionen von (1 + e») dn auf die rechtwinkligen Rich- 
tungen Xy y, z. Diese Projectionen ergeben sich durch Multiplica- 
tion der Werthe 

a„ = (1 + en)Gos(niX), 

(1) in = (1 + en)cos(niy), 

Cn = (1 + en)co8{ni0) 

mit dfif während sich an, bn, Cn auf die Einheit der ursprünglichen 
Entfernung beziehen. Da nach § 5, (3) 

(1 -f- e„)cos(wi^) = coB(nx) + ^n, 

(1 + en)Gos(n^y) = cos(ny) + y„, 

(1 + ßn) COs(Wi^) = COs(nÄf) + 0n, 

so folgen mit den in § 21 erhaltenen Werthen der Xn, yny 0n 

,an = (1 + X;i^GO^{nx) -[- XyC08{ny) -f- XzQo^{nz)y 

(2) 1 6„ = (1 + yy)cos {ny) + Xz cos(w^) + ya:Cos(wa?), 

c„ = (1 -[- z^co^inz) + Zxto^{nx) + Zy(to%{ny). 

Die erste der drei vor (2) angeschriebenen Gleichungen liefert 
für die aus n=^ x, y, z entstandenen Richtungen x^^ y^, z^ 

(3) Go^{x^x) ^ Y+f > ^^<yi^) =^ T+V ' ^ös(^ia?) = j-qf^- 

Bezeichnen wir die bei Zerlegung von 1 + e« nach den Richtungen 
^i; Viy ^1 entstehenden Componenten durch 0«, b»; C«, so folgt die 
resultirende Componente in der Richtung x 

an == aj,e08{XiX) + KGOs(ffj^x) -f- CnCOS^Zj^x), 

oder mit Rücksicht auf die darüber stehenden Cosinuswerthe 
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a„ = (1 + X,) -^ + Xy j^ + X, ^^^^. 
Der Yergleicli dieses Ausdrucks mit der ersten Gleichung (2) ergibt 
(4) cos(na;)=«j-^, cos(ny) = j^j^, cos (n«) = j-q^ , 
und weil die Quadratsamme dieser 'Cosinus 1 sein musS; 

« 

Denken wir uns die im Allgemeinen schief gegen einander liegen- 
den Richtungen x^, ifi, z^ als positive Axenrichtungen eines Coor- 
dinatensystems mit dem Ursprünge in m gewählt und die a„, b», C» 
als Coordinaten angetragen^ so stellt (5) die Mittelpunktsgleichung 
eines Ellipsoids dar, für welches 1 + Car; 1 + Cy, 1 + e, conjugirte 
Halbmesser sind. Es variiren also die 1 -|- e« wie die in ihre 
Richtungen fallenden Halbmesser dieses Ellipsoids und je drei con- 
jugirte Halbmesser desselben bilden die 1 + ^n dreier zu einander 
senkrechter Richtungen w. Für diejenigen drei zu einander recht- 
winkligen n, welchen die Hauptdehnungen entsprechen, sollen aber 
nach § 25 die conjugirten Halbmesser 1 + e„ zu einander senkrecht 
sein, letztere müssen also die Halbaxen bilden, wir können aus- 
sprechen: Die PtinMey welche vor den Verschiebungen auf einer Kugel- 
ober fläche vom Radius 1 lagen, liegen nach derselben auf der Ober- 
fläche eines Ellipsoids^ für welches die Kugelhalbmesser der den Haupt- 
dehnungen entsprechenden n die Halbaxen und je drei zu einander 
senkrecht gewesene Kugelhalbmesser conjugirte Halbmesser siud. Diese 
EUipsoidfläche wurde für verschwindend kleine Verschiebungen, 
wie wir sie in §32 besprechen werden, zuerst von Clebsch auf- 
gefunden. Sie soll hier Deformationsfläche heissen. 

Werden die Axen der x, y, z parallel den Richtungen n gelegt, 
für welche die Hauptdehnungen eintreten, so folgt aus (5) 

W (rT^)'+ (rT^)'+ irh-)'- '■ 

welche Gleichung sich nun auf diejenigen zu einander senkrechten 
Axen a?!, y^, z^ bezieht, die aus den Richtungen n werden, für 
welche die Hauptdehnungen eintreten. Die Gleichungen (4), (1) 
aber liefern nun für beliege Richtungen n 

|a„ = (1 + ei)cos(nic) = (1 -f- er)Q.o^{n^x^), 
B« = (1 + e2)cos(wy) = (1 + e,)co^{n^y^, 
C/i = (1 + ^^s) cos(w;8?) = (1 + e„) cos(wi0i). 
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woraus wegen 

(1 + enf = an« + W + Cn' 

wieder die Formel § 25, (13) entsteht. 

Sind zwei Hauptdehnungen von gleichem Werihe und Vorzeichen, 
so wird die Deformationsfläche ein Rotationsellipsoid, dessen Rotations- 
axe mit der dritten Hauptdehnung zusammenfällt, und sind alle drei 
Hauptdehnungen gleich gross, so wird die Deformationsfläche eine 
Kugel. 

Es bezeichne x die positive oder negative Zunahme des Volumens 
per Volumeneinheit eines Massenelements. Da bei m aus einer Kagel 
vom Radius 1 ein EUipsoid der Halbaxen 1 + ^i? 1 + ^2> 1 + ^s 
geworden ist, und mit Rücksicht auf die bekannten Ausdrücke für 
die Cubikinhalte von Kugel und EUipsoid hat man 

(1 + x)^ = ^(1 + 0(1 + e,){i + e,), 

woraus 

(8) x = (l + e0(l + e3)(l+e3)-l. 

Wir werden x die Dilatation bei m nennen. 

§ 28. Yersohiebungen in einem Zeitelement. 

Es handle sich um die unendlich kleinen Verschiebungen in 
einem Zeitelement dt. Dann gelten die Beziehungen des § 7. In 
Hinsicht eines beliebigen rechtwinkligen Coordinatensystems habe 
der Punkt m(x, y, z) in den Richtungen x, y, z die Geschwindigkeiten 
Uy V, w. Sind dieselben zur Zeit t im gleichen Sinne stetige Functionen 
des Orts toie J, iy, g in § 21, dann hat der von m in der Richtung 
n um dn entfernte Punkt n die Geschwindigkeiten u + äu, v + dv, 
w + dw, unter du, dv, dw die vollständigen Differentiale von w, v 
und w nach x, y, z verstanden. Es dürfen also in § 7 die Diflferen- 
tialzeichen d an Stelle der ^ gesetzt werden. Die relativen Wege 
von n gegen m nach den Richtungen x, y, z sind im Zeitelement dt 

(1) d^=^ dudt, dri^=dvdty dt,=dwdt, 
und für beliebige partielle Differenziale nach x, y, z hat man 

(2) di = dudt, drj = dvdt, dt = dwdt. 

Damit können alle im laufenden Abschnitte abgeleiteten Verschie- 
bungen und Verschiebungsfunctionen durch die Differentiale der 
Coordinatengeschwindigkeiten des Punktes m{x, y, z) ausgedrückt 
werden. Dividirt man beliebige Verschiebungen durch dt, so er- 
geben sich die entsprechenden Verschiebungsgeschwindigkeiten. Wir 
können auch allgemein von Verschiebungsgeschmndigkeiten, Drehungs- 
gesdiwindigJceiten und Dehnungsgeschtvindigheit der Richtung w, von 
SchiehungsgeschwindigJceit und Gleitungsgeschwindigkeiten der Richtungen 
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n, Sj von Hauptverschidmngsgeschunndigkeiten, Gren^verschidnmgs- 
geschwindigkeiten y HauptdehnungsgeschmndigTceiten und vom Fer- 
schiebungsgesditmndigJceitsdlipsaid sprechen. 

Es mögen folgende Bezeichnungen gelten 



(3) 



W:r = 



du 
du 



Va 



V 



y 



v,= 



dx' 
dv 



w^ = 



w 



y 



w,= 



Jx' 

dw 

Jy' 
dw 



dz^ ""'^ dz' •"' dz 

Dann hat man nach § 7, (6) und § 21, (2) (oder durch Division 
der vollständigen Differentiale des Orts von m, v, w mit dn) die Ver- 
schiebungsgeschwindigkeiten der Richtung n in den Richtungen Xy y, z 

w« = ^ = Ux cos (n'rc) + Uy cos {ny) + w* cos {yi,z) 

= ()„cos(ra?) = -^, 



(4) 



dv 



v» = ;p- = Vaj COS (wic) + Vy COS (wj/) + v, COS {nz) 



dn 



dw 



= Qn COS (ry) = 



dt 



Wn = -T- *^Wx cos (na?) + Wy cos (wy) + Wt cos (n^s:) 



(2n 



^«cos(r^) = ^. 

Hiemach stellen die partiellen Differentialquotienten (3) die Com- 
ponenten w«, v«, Wn der Totalverschiebungsgeschwindigkeit ^„ dar 
bezw. für n = x, y, 0. Im Uebrigen lassen sich nun alle Beziehungen 
für die Yerschiebungsgeschwindigkeiten aus den Gleichungen dieses 
Abschnitts för die entsprechenden Verschiebungen ohne Weiteres 
entnehmen. Beispielsweise hat man nach § 23, (1) (2) die Normal- 
verschiebungsgeschwindigkeit einer beliebigen Bichtung n und die 
Normalgleitungsgeschwindigkeit zweier beliebiger Richtungen n,s 

Vfi = Ux cos^ (nx) + Uy cos* (ny) + u^ cos* (nz) 

+ yxy cos (nx) cos (ny) + y^« cos (ny) cos (ne) 

+ y^« cos (nz) cos (na?) = ^ , 

= 2ux cos (na?) cos (sa?) + 2uy cos (ny) cos (sy) 
"{- 2uz cos (n^s:) cos (sz) 

+ yxy [cos (na?) cos (sy) + cos (ny) cos (sa?)] 
+ yy« [cos (ny) cos (sie?) + cos (nz) cos (sy)l 

dt ' 



(5) 



(6) 



+ y*« [cos (nz) cos (sa?) + cos (nx) cos (s^e;)"] = 
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worin nach § 21, (5) die Normalgleitungsgeschwindigkeiten der Rich- 
tungen xy^ yz, zx 

I du , dv 9xy 

yxy = % + t;x == 5^ + 3^ = -f- , 



(7) 



, dv , dw 9vz 

. dw , du 9zx 

ly» =«;. + «. = g^ + ^ = ^. 



Werden zur Zeit t die Coordinatenaxen in die Richtungen der Haupt- 
verschiebuDgsgeschwindigkeiten gelegt, dann sind in (5) (6) yxy == 7^ 
= ygx = 0, und Ux = tt, Vy=^ß, Wz = y die Hauptverschiebungs- 
geschwindigkeiten. 

Die Schiebungsgeschwindigkeit ^„5 zweier einander senkrechter 
Richtungen n, s gibt nach § 32 an, wie schnell sich zwei unendlich 
benachbarte Flächenelemente, deren Normalenrichtung zur Zeit t 
mit der Richtungslinie von n (oder s) zusammenfiel, in der aus s 
(oder n) entstehenden Richtung pro Einheit ihrer ursprünglichen 
Entfernung längs einander verschieben. Für den gewohnlichen Fall, 
dass nur endliche Verschiebungsgeschwindigkeiten in Betracht gezogen 
werden, darf man nach § 7 die Dehnungsgeschwindigkeit gleich der 
Normalverschiebungsgeschwindigkeit und die Schiebungsgeschwindig- 
keit gleich der Normalgleitungsgeschwindigkeit setzen, das heisst 



n n *^ns ■'■ns 



(8) 5„ = x,„ = _ = ^-, 9,„=y„ = _ = _ 

Damit wird die von den Richtungen der Coordinatenaxen unab- 
hängige Summe 

(9) (o = Qdt= {ux + «?y + Wz)dt = (ä^ + ä^ + ■^)^^' 

Bach § 27, (8) bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen zweiter 
Ordnung gleich der Dilatation x bei m und es kann q als Dila- 
tationsgeschmndigJceit daselbst bezeichnet werden. 

§ 29. Derivirte verschiedener Yersohiebungsfunotionen. 

Für jede von einem Punkte m{x, y, z) ausgehende Richtung n 
sind die Normalverschiebung, Totalverschiebung und Dehnung durch 
nn, rn, e» und die Normalgleitung, Totalgleitung und Schiebung be- 
züglich einer beliebigen andern Richtung 5 durch (/„,, pns, qn$ be- 
zeichnet. Setzen wir zur Abkürzung cos (nx) = a, cos (ny) = ß, 
cos (nz) = y, so folgen aus den Gleichungen (1)— (3) der §§ 23—25 

/^\ dfln dfln dnn 
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(3) 



K\±<t_c., . o^ !(i+^_2^ 4-20 



a(i + .,)« 



= 2g^ + 2y. 



Mit diesen Werthen ergeben sich die vollständigen Differentiale für 
Bichtungsänderungen bei m 

(4) dnn — ö^Mxtia + Qnydß + jr^^dfy , 

(5) rfr„« = 2(pnxda + i)„yrf/5 + i)n*rfy) , 

(6) d(l + 6n)^ = 2(g«,da + Qnydß + gn,c?y) . 

Beim Ansatz der letzten Gleichung war zu beachten, dass «* + /'^+ y* 
== 1 ist 

Man gehe nun von der Bichtung n aus auf eine beliebige zu 
n senkrechte s hin um den Winkel da vor (womit alle von n um 
unendlich wenig abweichenden Bichtangen erreicht werden können), 
dann folgen wie in § 19 

(7) dcc = dö cos (sx) , dß =^ dö cos (sy) , dy = da cos (sis) . 

Durch Substitution dieser Ausdrücke in (4) — (6) erhält man mit Bück- 
sicht auf die Gleichungen (4) der §§ 23 — 25 



dn^ <'»•«* ^('^ + O* 


und weil allgemein d/** — 2fdf 




dn ^ df V 

(9) ,:^2n.9.„ ,:-';\ 


d« 1 + e. 


Da für die Transversal Verschiebung g»* die 


Gleichung f, = r,* — »,* 


besteht, so folgen mit (2), (9): 




(10) ^-2(1,«.-«,^,.), ^ 


i»!..— »»«^n. 

K 



wie auch aus (1 + e«)* = (1 + n«)* + tn entnommen werden konnte. 
Zu beachten ist, dass in (8)— (10) die w, 5 zwei zu einander senk- 
rechte Bichtungen bedeuten. 

Aus den Gleichungen (8), (9) lassen sich u. a. folgende Schlüsse 
ziehen. Für diejenigen Bichtungen n, welchen Maxima oder Minima 
von nnyrnyCn d.h. Hauptverschiebungen bezw. Grenzverschiebungen 
und Hauptdehnungen entsprechen, sind die Qn» bezw. p„, und g^ 
hinsichtlich jeder zu n senkrechten Bichtung 5 gleich Null. Wenn 
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bei einem Punkte m alle gns bezw. jp„«^ Qns beliebiger zu einander 
senkrechter w, s verschwinden, dann sind daselbst alle Normal Ver- 
schiebungen bezw. Totalverschiebungen oder Dehnungen von gleichem 
Werthe. Geht man von einer beliebigen Richtung n aus auf irgend 
eine dazu senkrechte Richtung s hin um den kleinen Winkel d6 
vor, so ändern sich w„ , r„*, (1 + e«)^ um so mehr, je grösser die Zahlen- 
werthe bezw. von ^„,, jj«,, q^s sind. Es bleiben w«, Tn, c„ constant 
nach Richtungen s hin, für welche bezw. ^„,, j9„,, g«« gleich Null 
sind, also beispielsweise nach solchen s, welchen bezw. eine Haupt- 
verschiebung, Grenzverschiebung oder Hauptdehnung entspricht. Der 
erste Satz hat sich für beliebig gerichtete s schon früher ergeben 
und auch das zweite Resultat wurde bereits auf anderem Wege ge- 
funden. Gleichung (10) zeigt, dass für Maxima und Minima der 
Transversalverschiebungen jpn» = w« ffns ist. 
Nach §§ 23—25, (3) hat man 

(11) -^ = 2a;,, -^ = 2yy, -j^ = 20,, 

kJ-^; a« ~ ^ ' dß ~ y ' dy ' ' 

(13) ^ = e.(2 + e«), ^ = e,(2 + e,), ^ = c.(2 + e,). 

Durch Addition der drei ersten, drei folgenden und drei letzten 
Gleichungen entstehen mit Rücksicht auf (1) — (3) 

d^n^ d^n^ d^n^ 

(14) 2(x^ + ?A + ^^) = -^^ + -^ + -gp- = So, 

d^rj d^rj d^rj 

(15) 2{rJ + r,'+r.') = "ä^ + -^ + "ä^, 



(16) 






Die linken Seiten dieser Gleichungen sind nach §§ 23 — 25 unab- 
hängig von den Richtungen der rechtwinkligen Goordinatenaxen und 
daher sind auch die rechten Seiten für beliebige Richtungen n von 
gleichem Werth. Weitere Beziehungen lassen sich aus den Formeln 
am Schlüsse der §§ 23 — 25 ableiten. 

Alle hier erhaltenen Gleichungen gelten natürlich auf für die 
Verschiebungen in einem Zeitelement und damit entstehen ganz 
analoge Gleichungen für die Yerschiebungsgeschwindigkeiten. Bei- 
spielsweise folgen aus (8)— (10) nach § 7: 
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(17) -^ = rn 



d0 '^"*' da ^„ ' 

(18) d7 = 9>no -^ = 

In der ersten Formel (18) ist £» endlich vorausgesetzt. 

§ 30. Fotentialbewegnng. 

Wir wollen nun den Fall ins Auge fassen, dass 
(1) dF = gcZo? + ij(iy + idz 

das vollständige Diflferential einer Function F von x, y, z^ des Poten- 
tials der Verrückungen ist. Dann bestehen nach § 9 und mit den 
Bezeichnungen § 21, (3) die Gleichungen 

(2) ^y = yxy yz= Zy, ^* = ip*; 

für die Normalgleitungen Qns = 5„ + w, der Richtungen n s = xy, 
yz, zx hat man 

(3) Qxy^'iXy, 9yz=^2y,, 9zx = 2z^, 
und damit nach § 22, (8) (9) für beliebige Richtungen w, s 

(4) sj = w,, 9ns = 2Sn = 2ns . 

Die Beziehung 5„ = w, oder deren specielle Fälle (2) sind noth« 
wendige Bedingung und Folge eines Potentials der Verrückungen. 
Bereits in § 20 wurde darauf hingewiesen, dass die Grund- 
gleichungen für die im zweiten Abschnitte untersuchten stetigen 
Spannungen den Grundgleichungen der im dritten Abschnitte unter- 
suchten stetigen Verschiebungen vollkommen entsprechen (die Glei- 
chungen für Nn, Tn,Bn, SnyPns,Gn,,X„yTn,Zn dcnCtt für W„, ^„, 

^n, SnfPns,9nsf00n, yn, ^»), wcuu die iu dcn Formcln auftretenden Rich- 
tungen n, s im ersten Falle die augenblicklichen Normalenrichtungen 
der Flächenelemente bei m, im zweiten die anfänglichen Richtungen 
der Punkte daselbst bedeuten. Ein Unterschied in den Gesetzen der 
stetigen Spannungen des zweiten Abschnittes und der stetigen Ver- 
schiebungen des dritten Abschnittes musste indessen dadurch ent- 
stehen, dass den aus § 12 entnommenen Beziehungen Xy == 1^, 
Yz = Zyy Zx = Xg im Allgemeinen nicht analoge Gleichungen Xy = yxf 
Uz =^ ^yf Zx = Xz entsprechen, dass nicht wie S» «= -W, auch 5„ = w, 
war. Nachdem jedoch für Potentialverrückungen diese Bedingung 
erfüllt ist, gelten für die hierbei eintretenden Verschiebungen der 
einem Punkte m der anfänglichen Goordinaten Xy y, z in den anfäng- 
lichen Richtungen n benachbart gewesenen Punkte genau dieselben 
Gesetze, welcher im zweiten Abschnitte für die Spannungen der 
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einem Punkte m der augenblicklichen Goordinaten Xy y, z in den 
augenblicklichen Normalenrichtungen n anliegenden FläcJ^enelemente 
erhalten wurden. Man hat einfach dort Verschiebungen, Haupt- 
verschiebungen, Verschiebungsellipsoid u. s. w. an Stelle von Span- 
nungen, Hauptspannungen, Spannungsellipsoid u. s. w. zu setzen und, 
wenn man will, anstatt der grossen lateinischen Buchstaben als 
Hauptbezeichnungen die entsprechenden kleinen zu wählen, ohne die 
Indices zu ändern. 

So sind beispielsweise jetzt die Grenzverschiebungen gleich den 
Absolutwerthen der Hauptverschiebungen. Zu letzteren gehören 
keine Transversalverschiebungen, womit auch deren Componenten, 
die Drehungen der Hauptverschiebungsrichtungen, verschwinden- Die 
sech^ Richtungen, welchen Maxima der Transversal Verschiebungen 
entsprechen, liegen in den Ebenen je zweier Hauptverschiebungen 
oder Grenzverschiebungen und schliessen mit denselben Winkel von 
45® ein. Es existirt eine Fläche um m als Mittelpunkt von gleichem 
Gesetze wie das der Stellungsfläche und solcher Art, dass die Nor- 
male in jedem Punkte, welche von einer in m angetragenen Ver- 
schiebungsrichtung r getroffen wird, parallel der zur entsprechenden 
Totalverschiebung r« gehörigen Richtung n ist. Diese Fläche mag 
IlichiAAngsfläche heissen. Da allgemein 

(1 + c„)^ = 1 + 2w« + r„% (1 + en)den = dnn + rndr„ , 

und hierin nun dfin, dVn gleichzeitig Null werden, so ist in den- 
selben drei Fällen dCn = 0; die Hauptdehnungen, Grenzverschiebungen 
und Hauptverschiebungen treten für die gleichen Richtungen n ein 
und da dann für diese wegen 4 = folgt 

(1 + CnY = 1 + 2Wn + nr? = (1 + W„)% 

SO sind die Hauptdehnungen gleich den Hauptverschiebungen. Denkt 
man sich die Goordinatenaxen parallel den Richtungen der Haupt- 
verschiebungen gewählt, dann behalten die anfänglich in den Rich- 
tungen Xj j/, liegenden Kanten eines Körperelements bei m während 
der Verruckungen ihre Richtungen bei, das Körperelement hat neben 
LäQgenänderungen seiner Kanten hinsichtlich unseres Coordinaten- 
systems nur eine Translationsbewegung ausgeführt, Körperpunkte, 
welche anfangs auf Parallelflächen zu Coordinatenebenen lagen, sind 
auch auf solchen Parallelflächen geblieben (§ 21). 
Da nach § 9 

W ^"^ dx' ^~ dy' ^~ dz ' 

so folgt noch die von den Richtungen der Goordinatenaxen unab- 
hängige Grösse 
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A^jP ist eine symbolische Bezeichnang für die Samme der angesetzten 

Derivirten einer Funktion F von a;, y, 0, welche wir in der Folge 

mehrfach anwenden werden. 

Alle bisherigen Schlüsse gelten natürlich auch^ wenn es sich 

speciell um die Bewegung in einem Zeitelement dt handelt, in welchem 

Falle 

i = udt, ij = vdt, lz=zwdt 

werden« Ein Potential der Verrücktingen F = fdt hat dann nach 

(I) auch ein Potential der Geschwindigkeiten f zur Folge und um- 
gekehrt. Existirt ein Potential der Geschwindigkeiten^ dann ent- 
stehen aus obigen Gleichungen oder entsprechend § 9 direct aas 

(7) df= udx + vdy + ^dz 

die Beziehimgen 

(8) Uy = Vxj V, = Wyy Wj: = U,] 

es ergeben sich die Normalgleitungsgeschwindigkeiten 
(9) yxy = 2uy, yyz = 2v^, yzx = 2wx, 

und für beliebige Richtungen n, s hat man 

(10) ^n = Vs, yns=26n = 2Vs, 

unter (y„, i/„ die Componenten der Totalverschiebungsgeschwindig- 
keiten Qn, Qs f^^ die Richtungen s, n verstanden. Da nun 

/11X df df df 

(II) t.=^, t; = -^, ^ = äy' 

so folgt die Dilatationsgeschwindigkeit bei m{Xy y^ z) 

(12) p = t,^ + t;^ + ec;, = ^. + ^, + ^. 

Es ist überflüssig^ die sich von selbst darbietenden Schlüsse noch 
weiter anzuführen. 

§ 31. Potentiale der Versohiebungen und Versohiebnngs- 

gesohwindigkeiten. 

Wir bezeichnen für jede von einem Punkte m(x^ y, z) ausgehende 
Richtung n die cos {nx\ cos (ny), cos (nz) durch et, ß, y, . Ist dann 
bei m der Ausdruck 

(1) 2{Xnda + yndß + Zndy) 

das vollständige Differential einer Function von a, ß, y^ dann soll 
diese Function ein Potential der Verschiebungen daselbst heissen. 
Die hierdurch bedingten Beziehungen für Verschiebungen, welchen 
ein Potential zukommt, lassen sich analog ableiten wie in § 9 die 
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Gleichungen für Potentialspaunungen. Wir erhalten als Bedingungen 
für ein Verschiebungspotential 



^''^ dß da ' 


dt dß ' 


da 


dx^ 

dy 


das heisst auch 








(3) Xy — yx, 


Vz — ey, 


Zx = 


~ fl/^g • 



Diese Bedingungen sind für die in § 30 betrachteten Verschiebungen 
erfüllt, daher: Existirt hei einem Funkte m ein Potential der Ver- 
rücJcungen, dann existirt daselbst auch ein Potential der Verschiebungen, 
und umgekehrt Wenn hiermit die beiden Potentiale keineswegs 
identisch werden, so gelten doch die folgenden Beziehungen lediglich 
für Potentialbewegungen, wenigstens unter Voraussetzung von Ver- 
schiebungen der durch § 21, (2) bedingten Art. 

'Wie die Normalspannung bei m als Spannungspotential daselbst 
angesehen werden durfte, so kann die Normalverschiebung bei m 
als Verschiebungspotential gelten, womit für Potentialverschiebungen 

(4) dnn = 2{Xnda -^ Vndß -\- Zndy) . 

Diese Bedeutung des Verschiebungspotentials ergibt sich sowohl 
wie in § 19, weil im Falle von (3) 

d'^n ^^n ^^n 

(5) 2Xn = -^ = gnx , 2^/» = -^ = g-ny , 2^„ == -^— = gm 

sind, als auch aus § 29, (4) mit Rücksicht auf die Beziehungen (5). 
Gleichung (4) gibt an, um wieviel sich die Normalverschiebung 
ändert, wenn wir von einem Punkte der Richtungscosinus a, /3, y 
zu einem benachbarten der Richtungscosinus a -f- da^ ß + dßj y-j-dy 
übergehen. Weiter hat man nach § 19, (11) oder § 29, (8), wenn 
von irgend einer Richtung n aus nach einer beliebigen zu n senk- 
rechten Richtung s hin um den kleinen Winkel dö vorgegangen 
wird (womit sich alle n unendlich benachbarten Richtungen erreichen 

lassen), 

dn 

(6) ^ = 25n = 2r„ cos (rs) = 2tn cos (ts) , 

unter r, t die Richtungen der Totalverschiebung r„ und Transversal- 
verschiebung tn der Richtung n verstanden. 

Man denke sich um m eine Kugelfläche von unendlich kleinem 
Radius dn gelegt und nehme ein Coordinatensystem vom Ursprünge 
m an, dessen Axenrichtungen j, ^, j mit den Richtungen x, y, 
übereinstimmen. Sind dann j, t), j die Coordinaten eines beliebigen 
von m aus in der Richtung n gelegenen Kugelpunktes, so ist für 
die Punkte unserer Kugelfläche der Ausdruck 

(7) 2{Xndl^ + yndt) + Zndl) 

Weyranch, Theorie elastischer Körper. 6 
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das vollständige Differential einer Function von j, t), X, falls wir es 
mit einer Potentialbewegung zu thun haben. Obige Gleichungen 
(3) sind die Bedingungen für eine solche und da entsprechend § 19 

dn dn dn^ 

(8) Xn = -^dn, yn = -^dn, Zn = -^dn, 

(9) dnndn = 2(Xndi + tfndt) + 0ndi) , 

so ist findn die fragliche Function von £^ t)y J und gleich e^n-mal 
dem Potential der Verschiebungen, während dieses gleich dem In- 
tegral von (7) für den Eugelradius dn= l wird. Gehen wir auf der 
Kugel vom Punkte n(j^,t)fi) aus zu dem in der Richtung s um ds 
entfernten Punkte über^ so ist die Aenderung von n^ durch (9) 
bestimmt und nach (6) mit d6 = ds : dn 

(10) -j^dn = 2sn = 2ns . 

Auf Grund von Gleichung (6) lässt sich aussprechen: Geht 
man von irgend einer Bichtung n am nach einer beliebigen m n senk- 
rechten Richtung s hin um den Meinen Winkel da vor (oder auch, 
geht man auf einer um m gelegten imendlich kleinen Eugelfiäche 
von dem hinsichtlich m in der Bichtung n gelegenen Punkte zu 
einem von n aus in der Richtung s um ds entfernten Pimkte über), 
dann ändert sich die Normdlverschiebung um so mehr, je grösser die Com- 
ponente der Transversalverschiebung tn in der Bichtu/ng s ist Die 
Normalverschiebung wächst (in positivem Sinne) am stärksten in der 
Richtung s ^=t der resultirenden Transversalverschiebung, sie nimmt 
am stärlcsten ab (in negativem Sinne zu) in der t entgegengesetzten 
Richtung und sie bleibt constant beim Vorgehen in jeder der zwei Rieh- . 
tungen senkrecht zu t Nach keiner Richtung s wächst die Normal- 
Verschiebung, wenn ^» = ist, in welchem Falle für die Richtung n 
eine Hauptverschiebung eintritt (§ 23). Existiren bei m überhaupt keine 
Transversalverschiebungen f dann sind alle Normalverschiebungen von 
gleichem Werthe, und umgekehrt verschmfiden im Falle gleicher Nor- 
malverschiebungen sämmtliche Tran>soersdlverschiebungen. 

Werden die jetzt abgeleiteten Gleichungen speciell auf die 
Potentialbewegung in einem Zeitelement dt bezogen, so entstehen 
durch Division mit dt analoge Beziehungen für die Verschiebungs- 
geschwindigkeiten. Dieselben Beziehungen ergeben sich, wenn man 
als Potential der Verschiebungsgeschunndigkeiten eine Function von 
a, ßy y definirt, deren vollständiges Differential 

(11) 2(Unda •i'Vndß'\' Wndy) 
ist. Es folgen die Potentialbedingungen 

(12) Wy = t;a., v,'=^Wyj Wa: = Uj,, 



I 
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das Potential wird die Normalverschiebungsgescliwindigkeit Vn, für 
welche dann 

(13) dvn = 2 (n„ da + Vndß -\- Wn dy), 

(14) -^ = 2(y« = 2(>„ cos (rs) = 2r« cos (ts). 

Gehen wir auf der oben erwähnten kleinen Eugelfläche um m (x, y, z) 
vom Punkte n{%y \^j j) aus in der Richtung s um ds weiter^ dann 
folgen 

(15) dvn dn = 2(xn dj + yndt) + Zn di), 

(16) ^dn==26n = 2v.. 

Das Potential der Yerschiebungsgeschwindigkeiten ist das Integral 
von (13) für den Eugelradius dn = 1. Den oben nach Gleichung 
(10) gegebenen Satz kann man jetzt auch auf die Yerschiebungs- 
geschwindigkeiten übertragen. 

§ 32. Ueber kleine Versohiebungen. 

Es mögen nun beim Punkte tn (x, y^ z) alle Dehnungen en 
gegen 1 verschwindend klein sein^ womit auch e^? gegen e» ver- 
schwindet. Dann folgen aus § 25^ (1), (2) die Dehnung einer be- 
liebigen Richtung n und die Schiebung zweier beliebiger Rich- 
tungen H; 8 

en = e» cos* (flx) + ßy COS* (ny) + ^« cos* {nz) 
(1){ + 2ary COS {fix) COS (ny) + ffy« COS (wy) cos {nz) 

+ qtx cos {nz) cos {nx\ 

qn» = 2ca; cos {nx) cos (sx) 

+ 2ey cos (ny) cos (sy) + 2e, cos (nz) cos (sje?) 

/2\ i + 2«y [cos (na;) cos (sy) + cos (wt/) cos (sx)l 

+ ffy« [cos (ny) cos (äjs;) + cos (nz) cos (5y)l 

+ ä«ar [cos (nz) COS (sic) -|- COS (nx) cos (sjgi)] . 
Für die Dilatation bei m fanden wir in § 27 

worin e^^ e^j e^ die Hauptdehnungen bei m bedeuten. Bei der jetzt 
zulässigen Yernachlässigung von Producten der e wird daraus in 
Verbindung mit § 25, (16) 

(3) X = «1 + Cj + 6^ = Co: + ^y + c.. ^ 

Die Summe der Dehnungen für je drei zu einander senkrechte Rieh« 

6* 
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tungen hat einen festen Werth. Nach § 6, (2) können wir im vor- 
liegenden Falle ausdrücken 

(4) g«, «= cos (njSi) — cos (ns). 

Weil aber für Coordinatenaxen parallel den zu den Hauptdehnungen 
gehörigen Richtungen n die Glieder mit qxyj Qyz, qzx in (2) weg- 
fallen, so sind für gegen 1 verschwindende c„ auch die Schiebungen 
ffn* gegen 1 verschwindend klein. Setzen wir 

(5) = {sn) — (s^n,), 
dann folgt der Kleinheit von wegen 

cos (Sj^n^) = cos (sn) cos + sin (sn) sin = cos (ns) + sin (sn) 
und damit 

(6) Qns = sin (sn). 

Die Schiebung zweier anfänglich rechtwinkliger Richtungen w, s 
(Fig. 11) ist also gleich der Aenderung des eingeschlossenen 

Winkels oder gleich dem Winkel, 
^ welchen nach den Verschiebungen 



eine der neuen Richtungen n^, 5^ 
mit dem Perpendikel auf die an- 
dere einschliesst. Dabei ist jn» = 
positiv oder negativ, je nachdem 
der: neue Winkel (n^s^) kleiner oder 
grösser als ein rechter ist. Die 
zwei einander senkrechten Rich^ 
tungen n, s entsprechende Schie- 
bung giebt bis auf verschwindende 
Grössen genau an, um wieviel sich zwei unendlich benachbarte 
Flächenelemente bei m, deren Normalenrichtungen mit der Rich- 
tungslinie von n (oder s) zusammenfiel, in der aus s (oder n) ent- 
standenen Richtung per Einheit ihrer ursprünglichen Entfernung 
längs einander verschoben haben. 

In §§5, 6 ergaben sich die Beziehungen 

(1 -f Cnf = (1 + nnf + tn'^l + 2w, + r„« 
Qns = 9ns + Pns mit Pns = i^n^* + Vfiy» + ^n^«- 

Wird mm vorausgesetzt, dass nicht nur wie oben die c» gegen 1 
und ßf? gegen ßn verschwinden, sondern dass auch 4*, ^n^ gegen n„ 
zu vernachlässigen sind, dann liefert die erste Gleichung e„ = w». 
Wenn dies aber bei m allgemein gilt, also z. B. ex = x^j Cy = y^, 
^M = Zz gesetzt werden kann, dann verlangt die Uebereinstimmung 
von (1) mit § 23, (1), dass auch Qxy^gxy, Qyz^9yz, qzx=9zx 
seien, womit nach (2) und § 23, (2) allgemein qns^^gnay die 




Fig. 11. 
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Schiebung gleich der Normalgleitung, wird. Nimmt man umgekehrt 
Pns gegen 9n8 so klein an, dass bei m allgemein g», = gr«, ge- 
rechnet werden darf, so verlangt die Uebereinstimmung von (2) 
mit §23,(2), dass neben qxy = 9xyy ayz=9yzy qzx^Qzx auch 
Gx = ^x; ^y = Vyy ^z = ^z wcrdc, womit GleichuQg (1) nach § 23, (1) 
auf en=^ fin führt. Dies Resultat folgt auch direct daraus, dass 
für 5 = », qns = 2nn wird (§ 22). Die Annahmen e„ = w« und 
Qm = ffna bedingen also einander und setzen voraus, dass die Grössen 
^n^7 in gegen die Wn zu vernachlässigen sind. Da für e„ = 0, 
Vn = — 2wn und für w« = 0, (1 + e„)^ =1 + 4* werden, so trifft dies 
nicht immer zu. Wenn jedoch angenommen wird, dass bei m alle 
Totalverschiebungen r„ gegen 1 verschwinden und dass e», g««; 
^n; Qn» von .niedrigerer Grössenordnung als r^ unberücksichtigt 
bleiben sollen, dann sind die Fälle, in welcher r„* nicht gegen Wn ver- 
schwindet, von der Untersuchung ausgeschlossen und wir haben 
allgemein 

Die Dehnung ist gleich der Normalverschiebung und die Schiebung 
gleich der Normalgleitung. Die in den gebräuchlichen Lehrbüchern 
der Elasticitätstheorie aufgestellten Beziehungen zwischen Span- 
nungen und Verschiebungen gelten nur für diesen Fall. Auf ein 
wirkliches Durchdringen der Verschiebungsgesetze hat man damit 
von vornherein verzichtet, w«, gf„, sind aus § 23 zu entnehmen. 
Für die Dilatation bei m folgt unter Voraussetzung von (7) 

(8) x = (o = Xx + yy + Bz = a + 'b + Cj 

worin a, i, c die Hauptverschiebungen bedeuten. Die Berechtigung 
zu der Annahme, auf welchen die Gleichungen (7), (8) beruhen, 
hängt von Bedingungen und Zweck der Untersuchung, Wahl des 
Coordinatensystems und sonstigen Umständen ab, doch werden wir 
die fiauptverschiebungssumme co in der Folge als Dilatation be- 
zeichnen. 



IV. Abschnitt. 
Zweite Auffassung der Spaunuugs- und Bewegungsgesetze. 

Bei Aufstellung der Spannungsgesetze in den Abschnitten I, II 
haben wir die Spannungen in üblicher Weise als Functionen des 
(durch Goordinaten und Normalenrichtungen bestimmten) augen- 
blicklichen Ortes ihrer Flächenelemente dargestellt. Die Verschie- 
bungen dagegen pflegt man als Functionen des anfänglichen Ortes 
der betreffenden Punkte aufzufassen. Will man nun von irgend 
welchen Verschiebungen auf die durch sie bedingten Spannungen 
schliessen, so macht sich der Umstand^ dass beide Arten von Grössen 
als Functionen verschiedener Variabein ausgedrückt sind, in wenig 
erwünschter Weise geltend. Man hat die hieraus entspringende 
Schwierigkeit dadurch zu umgehen gesucht, dass man alle Ver- 
änderungen klein genug annahm, um ganz allgemein die anfäng- 
lichen Coordinaten, und Normalenrichtungen der Flächenelemente 
für die schliesslichen setzen zu können. Dies ist zulässig, wenn es 
sich um unendlich kleine Verrückungen, etwa um die Bewegung in 
einem Zeitelement handelt, wie bei den hydrodynamischen Grund- 
gleichungen; es giebt jedoch Fälle, in welchen sich die Tragweite 
der Annahme nicht ohne Weiteres übersehen lässt. Aus diesem 
Grunde wohl hat Kirchhoff die Beziehungen zwischen Spannungen 
und Verschiebungen fester Körper ebenfalls auf den Fall beschfänkt, 
dass alle Punkte derselben nur unendlich kleine Verrückungen er- 
halten (Vorles. üb. math. Physik. Mechanik, 1877, S. 121 u. 389), 
aus Lagen, für welche die sämmtlichen Spannungen gleich Null 
sind. Dann können aber auch nur unendlich kleine Spannungen 
entstehen und man hat eigentlich kein Becht, die betreffenden 
Gleichungen auf endliche Spannungen anzuwenden/» Ein klarer Ein- 
blick in das Verhältniss zwischen Spannungsgesetzen und Verschie- 
bungsgesetzen wird auf keinem der beiden Wege erreicht. 

Nachdem in §§ 4 — 6 und Abschnitt III die Verschiebungs- 
gesetze für Verrückungen von beliebiger Grösse aufgestellt wurden, 
soll im Folgenden gezeigt werden, dass man die Spannungsgesetze 
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in gleicher AUgemeinlieit darstellen kann.. Im Zusammenhange da- 
mit steht eine zweite Auffassung der Bewegungsgleichungen. Wir 
setzen voram, dasSy abgesehen von beliebig vielen UnstetigTceitsschnitten^ 
die Punkte, welche vor den Verschiebungen ein Flächenelement bei m 
bildeten, auch nach den Verschiebungen auf einem solchen liegen und 
also Punkte, welche anfangs zu einem Massenelement vereinigt 
waren, auch schliesslich ein solches ausmachen, wie es sich für die 
im vorigen Abschnitte betrachteten Verrückungen und Verschie- 
bungen ergeben hat (§ 21). 

§ 33. MocLifloation des SpanniingsbegrifPs. 

Es sei ein beliebiges rechtwinkliges Coordinatensystem gewählt. 
Zu Anfang unserer Betrachtung lag der Punkt m bei a;, j/, s und 
von ihm aus in der Normalenrichtung n ein beliebiges Flächen- 
element der Grösse /*„. Infolge irgend welcher Bewegung der im 
Eingang erwähnten Art geräth der Punkt m nach ä; + I; y + ^> 




Fig. 12. 

-\- i, während das Flächenelement seine Grösse und Normalen- 
richtung ändert. Die Verrückungen |, ij, J; wie die Aenderungen 
von fn und n können beliebig gross sein (Fig. 12, 13). 

Wie wir nun als Verschiebungen eines Punktes n bei m die 
relativen Wege pro Längeneinheit der ursprünglichen Entfernung 
beider Punkte bezeichneten, so wollen wir in diesem Abschnitte 
imter Spannungen eines Flächenelements /„ bei m die Kräfte pro 
Quadrateinheit des ursprünglichen Flächeninhalts verstehen. Wie 
ferner bei den Verschiebungen die Hauptbezeichnung der Verschie- 
bungsrichtung und der Index der anfänglichen Richtung des ver- 
schobenen Punktes entsprach, so soll auch für die Spannungen die 
Hauptbezeichnung der Spannungsrichtung und der Index der wi- 
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Fig. 13. 



fänglichen Normalenrichtung des afficirten Flächenelements ent- 
sprechen. Die schliesslichen Flächenkräfte auf das Flächenelement 
der anfänglichen Grösse fn und anfänglichen Normalenrichtung n 
in den Richtungen x, y, z werden also beispielsweise /„X», ^F», 

fnZf^ sein. Hierin sind die 
Spannungen X», Y^^ Zn 
nur dann auch Spannun- 
gen im früheren Sinne 
(Kräfte pro Quadratein- 
heit der augenblicklichen 
Flächengrösse); wenn die 
Aenderung von U gegen 
diesen Werth selbst ver- 
schwindet und nur dann 
Spannungen auf das frühere 
Flächenelement (der augenblicklichen Normalenrichtung n)^ wenn 
die Aenderung von n ausser Betracht fällt, während wir beliebig 
grosse Aenderungen von f^^ n zulassen. 

Es sei r die Richtung der schliesslichen Totalspannung R^y 
dann hat man die Gomponenten von jß» in den Richtungen x, y, z 

(1) Zn = -B« COS {rx)y Y„ = Rn cos (ry), Z„ == JB« cos (rz) 
und die Componente von Rn in beliebiger Richtung s 

(2) Sn = Bn cos (rs) == Xn COS (sx) + Yn COS (sy) + Zn cos (sz\ 

also beispielsweise die schliessliche Componente in der anfänglichen 
Normalenrichtung n des afficirten Flächenelements, die wir hier 
Normalspannung nennen wollen, 

(3) Nn = Rn COS (rn) = X„ cos (nx) + Yn cos (ny) + ^n cos (nz). 

Für Rn und die resultirende Componente T„ senkrecht zur anfäng- 
lichen Normalenrichtung, die jetzt Transversalverspannung heissen 
soll, folgen 

(4) Rn' = Xn'+Yn' + Zn^ T»^ = -B„« - JV»« = iJ„« siu« (m). 

Wir fassen wieder jR„, T« als Absolutwerthe auf, sodass die Com- 
ponenten von Tn in den Richtungen x^ y, z sich ausdrücken: 

Tn cos (tx) = Xn — Nn COS (flx), 

(5) Tn COS (ty) =Yn — Nn COS (ny), 

T„ COS (tz) = Zn — Nn COS (nz)^ 

unter ^ die Richtung von Tn verstanden. Man beachte, dass für 
das schliessliche Flächenelement im Allgemeinen weder Nn normal 
wirkt, noch Tn eine Schubkraft ist. 
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Werden für zwei dem Punkte m anliegende Flächenelemente 
beliebiger anfänglicher Normalenrichtungen w, 5 die Richtungen r der 
Totalspannungen JB«, JS, durch tl, § bezeichnet und 

(6) Pna = ^n-X, H" ^nYg -\- ZnZg 

gesetzt^ dann folgt mit Bücksicht auf (1) 

(7) Pns = BnBs cos (ttS). 

Findet sich beispielsweise P«, = 0, dann wirken Rn, Rs senkrecht 
zu einander. Die Summe der Projectionen oder resultirendep Com- 
ponenten von R» in der Richtung s und von JB, in der Richtung 
n ist 

(8) Gns ^Sn + Ns = Rn COS (tts) + R^ COS (§w) 

und aus (6)— (8) entstehen mit 5 = w 

Wie in § 3, so lassen sich auch hier aus ^X«, ^n; Zn alle weiteren 
Spannungsverhältnisse berechnen. 

In allen bekannten Elasticitätsuntersuchungen wurde ange- 
nommeU; dass man bei Beurtheilung der Spannungen auf beliebige 
Flächenelemente bei einem Punkte m die anfänglichen und schliess- 
lichen ^, n für einander setzen darf. Für solche Fälle können mit 
demselben Rechte in den obigen und weiter folgenden Gleichungen 
dieses Abschnitts die Spannungen als Kräfte pro schliesslicher 
Quadrateinheit und die Indices n als schliessliche Normalenrich- 
tungen der afficirten Flächenelemente angesehen werden, womit auch 
Nn, Tn zur Normalspannung und Schubspannung im früheren Sinne 
werden. In keinem Falle aber empfiehlt es sich, die erwähnte An- 
nahme schon während der Ableitungen der Beziehungen zwischen 
Spannungen und Verschiebungen zu machen, da die Spannungen 
ganz oder theilweise gerade durch die Aenderungen der Gruppirung 
bei m bedingt sind. Bei technischen Problemen speciell pflegen 
überhaupt nur die Beanspruchungen pro Quadrateinheit der anfäng- 
lichen Flächenelemente zu interessiren. 

§ 34. Bewegung beliebiger Körper. 

Es handle sich zur Zeit t um die augenblicklichen Bewegungs- 
verhältnisse der Körperpunkte hinsichtlich eines beliebig bewegten 
Ooordinatensystems. Wir gehen aus von den Lagen der Körper- 
punkte zur Zeit t^^ auf welche wir im Sinne des vorigen § auch 
die Flächenkräfte beziehen. Ein Punkt m der Masse m, welcher 
zur Zeit ^o ^^^ ^9 Vp ^ ^^g; hdhe augenblicklich die Coordinaten 
ir + S; y + ^7 ^ + 5; sowie in den Richtungen Xy y, die Ge- 
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schwindigkeiten w, v, w, während X, ^, 3 ^^® ^^^ Bewegung in 
diesen Richtungen hinwirkenden Kräfte bedeuten. Dann sind zur 
Zeit t 

^^^^ ^ a« ""a«^ ^^ a« ~a«' ^~ dt a*' 

Wir denken uns nun zur Zeit t einen beliebigen Theil des 
Körpers abgegrenzt und betrachten diesen als System für sich. Für 
jeden Punkt des Systems gelten die vorstehenden Gleichungen. 
Werden jedoch entsprechende Gleichungen aller Systempunkte addirt, 
so fallen rechts die innern Kräfte wegen doppelten Auftretens mit 
entgegengesetzten Vorzeichen aus und es genügt^ die äusseren 
Kräfte in die Summen aufzunehmen. 

Die äusseren Kräfte sind theils Massenkräfte^ theils Oberflächen- 
kräfte. Werden zur Zeit t für die Richtungen Xy y, die speci- 
fischen Massenkräfte eines Punktes m durch X, Y, Z und die 
Flächenkräfte des Oberflächenelements der anfänglichen Normalen- 
richtung n und anzüglichen Grösse fn «= dO bestimmungsgemäss 
durch XndO, TndO, ZndO bezeichnet, dann hat man für unseren 
Körpertheil 



(2) 






Die Integrale sind auf alle Oberflächenelemente und die Summen Z 
auf alle Systempunkte zu erstrecken, wobei man den auf die Punkte 
%? ^2; • • bezüglichen Verrückungen und Massenkräften die Indices 
1, 2, • • gegeben denken kann. 

Betrachten wir jetzt ein zur Zeit f^ von m (a?, y, 0) aus ab- 
gegrenztes Massenelement, dessen Kanten damals von den Längen 
dx, dy, d0 und den Goordinatenaxen parallel waren. Dieses Ele- 
ment vom Anfangsvolumen dK = dx dy da möge Massenpunkte der 
Gesammtmasse *iidK enthalten, sodass ft die anfängliche specifische 
Masse bedeutet, während sich die Gesammtmasse mit der Zeit nicht 
ändert. Die Wege des Massenmittelpunktes unseres Elements in 
den Richtungen Xy y, seien für das Zeitintervall von <q bis t durch 
g, 1^, g bezeichnet, womit dessen Geschwindigkeiten zur Zeit t wie 
in (1) ausgedrückt sind. Man hat dann nach der Lehre vom Schwer- 
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punkt zur Zeit t, wenn X, Y, Z die mittleren speciäschen Massen- 
kräfte in den Richtungen x, y, e bedeuten: 

(3) y^mX=(idK'X, y^mY=(idKY, S^mZ=ndK'Z, 



^ 






^ 



(4) 






"^7 g»n S*ri 









Enthält nun der Körpertheil, für welchen die Gleichungen (2) auf- 
gestellt wurden, beliebig viele und z. B. auch unendlich viele der 
betrachteten zur Zeit ^^ abgegrenzten Massenelemente, dann folgen 
aus (2) mit (3), (4) 



(5) 



f(ß - Z\ ^dK =fZndO. 



Diese Gleichungen gelten ebensowohl für endliche Körper und 
Körpertheile, wie für einzelne Körperelemente. Die Integrale links 
und rechts sind bezw. auf alle anfanglichen Körperelemente dK und 
alle anfanglichen Oberflächenelemente dO zu erstrecken. 

Aus der zweiten Gleichungsreihe oben folgen ganz wie in § 10 

/ dw dv \ ^ a> 



m 



m 



m 



dt 
dw 



/du ^ dw \ y Q 

(dv du \ a\ -*? 



Die in § 10 erwähnte Bedeutung dieser Gleichungen trifft jetzt nicht 
mehr zu und damit schwinden auch die dort gezogenen Conse- 
quenzen derselben. . Das im letzten Absätze des § 10 Gesagte gilt 
jedoch auch hier. 

§ 35. Bewegung von Eörperelementen. 

Wir denken uns zur Zeit tQ vom Punkte m (x, y, z) aus ein 
parallelepipedisches Körpertheilchen dK = dx dy d0 abgegrenzt, 
dessen Kanten in den Richtungen der Goordinatenaxen liegen. Dasselbe 
ist zu einer beliebigen späteren Zeit t an irgend einen andern Ort 
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a; + S;y + ^;^ + C gelangt und aus den sechs rechteckigen Seiten- 
flächen sind ebenso viel Flächenelemente von andern Formen^ Grossen 
und Normalenrichtungen geworden. Die zur Zeit t auf die Ober- 
fläche des Massenelements wirkenden Kräfte bezeichnen wir gemäss 
§ 33 und wenden die Gleichungen (5) des yorigen § auf dasselbe 
an. So entstehen: 



{gr-x)t.dK = 



+ 



+ 



{^;-T)(.dK== 



+ 



+ 



{^-z)i.dK = 



+ 



+ 



und wegen 



nach Beduction 



X,+ 



?5 

dx 



dx 



Xa; I fx 



dX. 

X,+^dz- 

dY, 
Z, + -g- dx 



^)fv 



') f., 

X J fx 



Yy)f, 



' J t») 



dy 



— Zx ] fx 



Zy)fy 



Z, + 



dZ 



z 



dz 



dz 



'')f. 



dK == fxdx = fydy = f, de 



(1) 






ax 



X 



dx 
dx 



dZ. 



X 



dx 






dy 

+ -W+. 

+17+ 



dz ' 

dY^ 
dz ^ 

az. 



Schreiben wir ferner die Gleichungen § 34, (5) für ein Massen- 
element an, welches zur Zeit Iq die Form eines Tetraeders mit von 
m (x, y, z) ausgehenden Kanten dx^ dy^ dz in den Richtungen x^ y, z 
hatte, während die vierte Seitenebene fn von der Normalenrichtung 
n war. Es ergeben sich: 
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{ 
( 
( 



— X) (idK = Xnfn — Xxfx — ^yfy — ^zfz, 









Y] fldK = Ynfn — Yxfx Yyfy Ygfgj 



Z\ lldK = Znfn Zxfx Zyfy Zgfg. 



dt^ '^ ) 

Hierin sind 

3dK=^ fxdx = fydy ^=fndZy 

fn = fx cos (noc) = fy cos (ny) = fz cos (nz). 

Setzen tvir voram^ dass die mit dK multiplicirten Ausdrücke den 
Spanntmgen Xn, F„, Zn gegenüber nicht unendlich gross sind, so 
folgen : 

Xn = Xx cos (nx) + Xy cos (ny) + Xg cos (nz), 

(2) Yn = Yx cos (nx) + Yy cos (ny) + Yz cos (nz), 

Zn =^ Zx COS (nx) + Zy cos (ny) + Zg cos (nz). 

Ganz wie in § 11 lässt sich zeigen, dass diese Gleichungen für be- 
liebige anfangliche Normalenrichtungen n gelten^ und wie dort 
brauchen die rechts auftretenden Kräfte nicht für alle n die gleichen 
Werthe zu haben. 

In (1) sind Geschwindigkeiten und Beschleunigungen in den 
Richtungen x, y, z zur Zeit t 

/o\ ^^ ^V ^t 

(3) ti = ^, v = j^, ^ = W^ 

W a« ~ dt^ ^ dt dt^ ' dt ~ dt^ ' 

Denkt man sich für die Beschleunigungen hier wie in § 11 allge- 
meine Bezeichnungen px, Py, pz eingeführt, so stimmen die For- 
men der Gleichungen (1), (2) in beiden Paragraphen genau über- 
ein. Doch besteht dem Wesen nach ein bedeutender Unterschied. 
Denn während sich die dortigen Gleichungen auf Eörperelemente 
beziehen, welche zur Zeit t bei x, y, z liegen und rechtwinklig 
parallelepipedisch oder tetraedrisch geformt sind, handelt es sich 
jetzt um Elemente, für welche dies Alles zu irgend einer früheren 
Zeit tQ -galt, wogegen zur Zeit t die Coordinaten a; + S; y + ^; 
j2f -|- g (bei beliebig grossen |, ij, g) sind und auch die Formen 
sich geändert haben. Während dort X„, F„, Zn die Componenten 
der Totalspannung JB„ zur Zeit t in den Richtungen Xy y, z für ein 
Flächenelement der augenblicklichen Normalenrichtungen n bedeuten, 
gilt das Gleiche jetzt für ein Flächenelement der anfänglichen Nor- 
malenrichtung n, wozu noch dort unter Spannungen die Fläehen- 
kräfte pro Quadrateinheit der augenblicklichen Flächengrösse und 
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hier pro Quadrateinbeit der anfänglichen Flächengrosse verstanden 
sind. Während in § 11 Xxy Yyj Z, normal ihren Flächenelementen 
und alle übrigen Kräfte in (1)^ (2) rechts in den Ebenen ihrer Flächen- 
elemente wirken, ist dies in den obigen Gleichungen (1)^ (2) im 
Allgemeinen nicht der FalL Während schliesslich früher fi die 
augenblickliche specifische Masse war, ist jetzt ft die anfängliche 
specifische Masse oder Masse pro anfänglicher Cubikeinheit unseres 
Massenelements. Wenn wir trotz dieser verschiedenen Bedeutung 
der erwähnten Grössen die früheren Bezeichnungen beibehalten haben, 
so geschah es, um das Gemeinsame in den Bewegungs- und Span- 
nungsgesetzen hervortreten zu lassen, weil femer für verschwindende 
Grössenänderungen der /n die Xn, Tn, Zn auch Spannungen im 
bisherigen Sinne werden, weil für t — t^ = dt gleichlautende 
Gleichungen auch gleiche Bedeutung erlangen und weil wir nicht 
genug Alphabete besitzen. 

§ 36. Stetige Spannungen. FotentialBpannimgen, 

In den Gleichungen (1), (2) des vorigen § können die Span- 
nungen rechts ihre Werthe von Punkt zu Punkt sprungweise ändern, 
es sind wie in den früheren Abschnitten beliebig viele Unstetigkeits- 
schnitte jeder Form zugelassen. Wir wollen jedoch jetzt den Fall 
ins Auge fassen, dass sich die betrachteten Massenelemente zwischen 
zwei aufeinander folgenden ünstetigkeitsschnitten oder überhaupt 
innerhalb eines Körpertheils befinden, für welchen die Spannungen 
augenblicklich stetige Functionen des anfänglichen Orts ihrer Flächen- 
elemente sind. Da alsdann die in § 35, (2) rechts auftretenden 
Kräfte innerhalb eines unendlich kleinen Raumes bei m nur um 
verschwindende Grössen von einander abweichen, so gelten diese 
Gleichungen mit constanten Werthen der rechtsseitigen Kräfte für 
alle m unendlich benachbarten Flächenelemente beliebiger anfäng- 
licher Normalenrichtungen n. Ein wesentlicher Unterschied gegen- 
über den früher erhaltenen Gesetzen stetiger Spannungen und allen 
bekannten Untersuchungen der letzteren besteht jedoch darin, dass 
jetzt die Grundbeziehungen 

-Xy = Ix; J^ = Zy^ Zx = X, 

rncht mehr zutreffen. Damit werden trotz übereinstimmender Formen 
der Gleichungen in § 11 und 35 die Spannungsgesetze des II. Ab- 
schnitts hinfällig, sie gelten nur für stetige Spannungen als Func- 
tionen des augenblicklichen Orts ihrer Flächenelemente. 

Welche Gesetze treten nun aber in Kraft? Vergleichen wir 
die in § 33 aufgestellten Gleichungen für die Spannungen auf 
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Flächenelemente beliebiger anfänglicher Normalenrichtungen n mit 
den Formeln des § 4 für die Verschiebungen der Punkte beliebiger 
anfänglicher Richtungen n, so zeigt sich, dass dieselben, abgesehen 
von der Bezeichnung der Spannungen und Verschiebungen durch grosse 
und kleine lateinische Buchstaben, vollständig übereinstimmen (die 
Gleichungen für 5«, Nn, Tn, Bn, Pnsj Gns mit denen für s„, w„, 
4> ^n, Pns, 9ns)' DiG Gcsctzc stetiger Spannungen und Verschie- 
bungen müssen also ebenfalls gleiche Formen erhalten, wenn noch 
die Spannungscomponenten X», F«, Zny durch welche alle Span- 
nungsfunctionen für das Flächenelement der anfänglichen Normalen- 
richtung n bestimmt sind, sich analog ausdrücken lassen wie die 
Verschiebungscomponenten Xny yn, ^n? mit welchen wir alle Ver- 
schiebungsfunctionen für Punkte der anfänglichen Richtungen n 
kennen (§§ 3, 4). In § 33 ergaben sich 

IXn = Xx COS (nx) + Xy cos (ny) + Xg cos (w^), 
Tn = Tx cos (nx) + Yy cos (ny) + Yz cos (nz)^ 
Zn = Zx COS («ic) + Zy COS {ny) + Z^ cos {nz\ 

und in § 21 erhielten wir 

^n = ^x COS {nx) + Xy cos (wy) + Xz cos {ni)j 
(2) y^=.y^ COS (wiT) + yy COS (m«/) + yz cos (w^), 

^« = ^a; cos (nru) + ;&j^ COS {ny) -|- ;2?^ cos (l^i8f), 

In beiden Gleichungssystemen sind die rechtsseitigen Componenten 
unabhängig von der Richtung n. Hiernach entsp'echm hei einem 
Funkte w, welcher anfangs hei oo^ y, lag^ nach heliebig grossen Be- 
wegungen der eingangs dieses Abschnitts erwähnt Art stetigen Span- 
nungen auf Flächeneleniente der anfänglichen Normalenrichtungen n 
genau dieselben Gesetze^ welche unr im IIL Abschnitte für stetige Ver- 
schiebungen der anfänglichen Richtungen n abgeleitet haben. Man hat 
einfach dort Spannungen, Spannungscomponenten, Spannungs- 
ellipsoid u. s. w. für Verschiebungen, Verschiebungscomponenten, 
Verschiebungsellipsoid u. s. w. zu setzen und, wenn man will, an 
Stelle der kleinen lateinischen Hauptbezeichnungen die entsprechen- 
den grossen zu setzen, ohne die Indices zu ändern. Zu beachten 
ist jedoch, dass jetzt unter Normalspannungen, Hauptspannungen, 
Transversalspannungen im Allgemeinen nicht wie früher normal 
und längs den augenblicklichen Plächenelementen wirkende Span- 
nungen zu verstehen sind, sondern Kräfte parallel und senkrecht 
zur anfänglichen Normalenrichtung n. Ein Irrthum ist unmöglich, 
wenn man sich an die in § 33 festgestellte Bedeutung der Buch- 
stabenbezeichnungen hält 
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Für eine beliebige anfangliche Normalenrichtuiig n seien cos (nx), 
cos (ny\ cos (nis) durch a, ß, y bezeichnet. Ist dann der Ausdruck 

(3) Xnda+ Yndß + Zndy 

bei m das vollständige Differential einer Function von a, j3, y, 
dann soll diese Function ein Potential der Spannungen daselbst 
heissen. Die Bedingungen für die Existenz eines Spannungspoten- 
tials sind also (§ 9): 

^^^ Tf^l^^ "d'y ~dß^ ~d^~~dy~' 

oder mit Rücksicht auf (1) 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so gelten die aus §§ 30, 31 folgen- 
den Beziehungen, aber auch alle Gesetze des U. Abschnitts mit 
der Massgabe, dass jetzt n, s und die Indices der Spannungen die 
anfänglichen Normalenrichtungen (zur Zeit t^ der betreffenden 
Flächenelemente bedeuten, während früher die schliesslichen Nor- 
malenrichtungen (zur Zeit £) damit gemeint waren. Wir werden 
solche Spannungen in der Folge Pöfew^iia&pö^wwwn^e» nennen. Für 
PotentialspannuDgen sind die Hauptspannungen A^ j5, G und Grenz- 
spannungen jßj, iJg, B^ (Maxima und Minima der Totalspannungen 
JBn) bezw. numerisch gleich und den gleichen Richtungen ent- 
sprechend (§§ 15, 31). Für t — fQ = dt und überhaupt für unend- 
lich kleine Verrückungen dürfen stetige endliche Spannungen immer 
als Potentialspannungen angesehen werden. 

§ 37. Frinoip der Coexistenz elastischer Bewegungen. 

Der Körperpunkt w, welcher zur Zeit ^^ bei x, y, lag, ist zu 
irgend einer späteren Zeit t nach ir-|-§, y + ij, ^+£ gelangt. 
Wir denken uns von m aus zur Zeit t^ ein parallelepipedisches 
Massenelement abgegrenzt, dessen Kanten damals in den Richtung'en 
X, y^ z lagen, während seine specifische Masse ft war. Zur Zeit t 
bestehen dann nach § 35 die Gleichungen 



(1) 



d^ dX^ dX^ dX^ 

dn 



dx 


^ dy ^ dz 


dx 


"^ dy ^ dz 


dx 


"^ dy ^ dz 



Bei Erzeugung der fraglichen Bewegung können beliebige Ursachen 
zusammengewirkt haben. 
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Steht ein durch gegebene (von den innern Kräften unab- 
hängige) äussere Kräfte ergriffener Korper mit andern Körpern der- 
art in Berührung, dass er der Einwirkung der ersteren nicht frei 
folgen kann, so bilden die Gegenwirkungen der fremden Körper neue 
äussere Kräfte des betrachteten Systems, die äusseren Kräfte sind 
Adivhräfle oder Beactionen, Es kann vorkommen, dass einzelne 
dieser Reactionen durch die gegebenen äusseren Kräfte nicht mit- 
bestimmt sind, sondern von den inneren Kräften abhängen. 

Den beliebigen Ursachencomplexen f/', TJ'\ • • mögen einzeln 
Spannungen entprechen, welche wir, wie alle zugehörigen Grössen, 
mit den Indices der betreffenden ü versehen. Dann hat man nach 
der ersten Gleichung (1) 

a«r _^ , dx^ dxj dx; 
a^r „ dxj dxj dx; 



Wirken alle Ursachencomplexe zusammen, so ist die specifische 
Massenkraft in der Richtung x 

X = Z' + Z"H , 

gegebene Oberflächenkräfte des Körpers addiren sich ebenfalls. 
Wären nun noch die durch die inneren Kräfte bedingten Span- 
nungen und Oberflächenkräfte 

Xx = Xx -{' Xx + • • •, 

^y = ^y + ^y' + ' ' ') 

Xz = Xz -}" ■^z "!"••*; 

so würde durch Addition des zweiten Gleichungssystems mit Rück- 
sicht auf (1) folgen: 

a^ _ ax 4. ^T _L ^' (r + s" + - o 

dt^ "" dt^ ■*" dt^ ' "^ dt^ 

-dt = **o + :^ + "äT +--^oH äe 

I = Wo (^ - ^o) + r + r + • • • 

Analoge Schlüsse lassen sich aus den beiden letzten Gleichungen 
(1) ziehen. Wir können aussprechen: Wenn mehrere Complexe von 
Ursachen einzeln Spannungen erzeugen, welche sich heim Zusammen- 
toirken aller Ursachen addirenj dann entsteht die resuUirende Bewegung 
durch Uehereinanderlagerung der anßnglichen und von den einzelnen 
Complexen erzeugten Bewegungen, es können die Einzelhewegungen als 
neben einander existirend betrachtet werden. Erzeugt z. B. jeder Ur- 

Wcyranch, Theorie elastischer Körper. 7 
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Vierter Äbachnitt. — § 37. 



sachencomplex für sich Gleichgewicht^ so wird auch beim Zusammen- 
wirken einzehier oder aller Gomplexe Gleichgewicht bestehen. Dies 
JPrincip der Coexistenz ist besonders für die Untersuchung elastischer 
Bewegungen wichtig, es wurde hinsichtlich der Lichtbewegung zu- 
erst Yon Huyghens erkannt (§ 89). 

Wir setzen jetzt die Gültigkeit des Princips der Coexistenz vor- 
aus. Unter Einwirkung der gegebenen äusseren Kräfte und sonst 
vorhandener Ursachen sei Gleichgewicht möglich, während augen- 
blicklich eine innere Bewegung existirt. Geben wir den Spannungen, 
welche den fraglichen Gleichgewichtslagen x -\- ^\ y + V; ^ + ß' 
entsprechen, den Index ', so folgen aus der ersten Gleichung (1) 



(2) 



a»r 



= 



dXJ . dX' dX' 



dx 



Sy 






= 



dx ' dy 

. dzj dz.: 



+ 



dz 

'Je' 
dZJ 



dx ' dy *^ de 

Sind femer zur Zeit t die ganzen Verrückungen durch | = 5'+S", 
1^ = 1^' -|- ff'^ g = g' -]-. g" und die ganzen Spannungen in analoger 
Weise bezeichnet, dann hat man für die Bewegung hinsichtlich der 
Gleichgewichtslagen 

n =v — n, 



(3) 



i"= s - r, 



f^t-t, 



(4) 



dt 




dt 


f 


drf* 

dt 


= 


dt 


V) 

} 


di:' 

l dt 




dt 






Darf schliesslich angenommen werden, dsiss die äusseren Massen- 
kräfte und unabhängigen Oberflächenkräffce infolge der Yerrückungen 
6"; v"j 5" keine Aenderungen erleiden, so folgen durch Subtraction 
entsprechender Gleichungen (2) und (1) 



// 



(5) 



'W 

d^ri 

'W 



a«(i - r) ax 



// 



dt* dx 

d'(v-n') dY^ 



tr 



dt* dx 

ö'«-.r) dZ^ 



9r 



-r dy 

T- dy 
dZ" 



+ 
+ 
+ 



dz 
dT;' 

de 

dz;' 



dt* dx ' dy ' de 

Vergleicht man diese Formeln mit (1), so ergiebt sich der Satz: 
Unter Voraussetzung des Princips der Coexistenz folgen die Bewegungen 
der KörperpwnMe um die den gegebenen äusseren Kräften entsprechen- 
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den Gleichgewichtslagen denselben Gesetzen^ wie die Bewegungen^ welche 
die Körperpunkte um ihre anßnglichen Lagen bei Wegfall der er- 
wähnten äusseren Kräfte ausfuhren würden. Die letzteren können 
also unberücksichtigt bleiben^ wenn die fraglichen Bewegungen 
allein interessiren (elastische Schwingungen). Vorstehender Satz 
wurde für feste Körper zuerst von Glebsch ausgesprochen^ doch lässt 
Clebsch anstatt der gegebenen (und von diesen herrührenden) äusseren 
Kräfte sämmtliche äusseren Kräfte wegfallen, was nicht scharf ist, 
da äussere Reactionen durch die untersuchten Bewegungen selbst 
bedingt sein< können. 

Lassen sich die Spannungen beispielsweise als lineare Func- 
tionen einer Anfangsspannung P, einer Temperaturänderung t und 
der Verrückungen |, ij, g oder von DiflFerentialquotienten dieser 
Grössen darstellen, so tritt für die Ursachen P, r, g, ij, g und 
Theile derselben das Princip der Coexistenz ein (Abschnitte VI 
und VII). , 



V. Abschnitt. 
Arbeit. Lebendige Kraft. Energie. 

Wenn es sich um Ableitungen auf Grund der früher ent- 
wickelten Bewegungsgleichungen für Eorperelemente handelt^ so 
kann es zunächst freigestellt bleiben^ ob diese Gleichungen nach 
§11 oder § 35 aufgefasst werden sollen, ob x, y, die Coordinaten 
eines Eorperpunktes m zur Zeit t oder t^ bedeuten und die Span- 
ungen im Zeitpunkt t Functionen des Orts zur einen oder anderen 
Zeit sind. Man hat dabei nur für die Beschleunigungen in den 
Richtungen x, y, zur Zeit t allgemeine Bezeichnungen p^, Pyy Pz 
zu wählen und im Uebrigen bezüglich der Bezeichnungen nach den 
Angaben in §§ 3, 10, 11 und §§ 33, 34, 35 zu verfahren. Dies soll 
im Folgenden geschehen. Zu beachten ist, dass sich die Bewegungs- 
gleichungen in beiden erwähnten Fällen auf ein selbst beliebig be- 
wegtes Coordinatensystem beziehen, womit das Gleiche für die daraus 
folgenden Formeln gilt. Obgleich |, 17, ^ in den vorzunehmenden 
Ableitungen nicht allgemein dieselbe Bedeutung wie im vorigen 
Abschnitte haben, schien es uns doch überflüssig, unterscheidende 
Indices anzuwenden. 

§ 38. d'Alembert's Frinoip und Frinoip der virtuellen 

Verrüokungen. 

Es sei iidK ein Massenelement, welches zur Zeit t oder t^ 
von m {x, y, z) aus abgegrenzt wurde und damals parallelepipedische 
Form mit Kanten in den Richtungen Xy j/, z hatte. Dann bestehen 
zur Zeit t bezw. im Sinne des § 11 oder § 35 die Gleichungen 



(1) 



( dX^ dX dX, 

dY^ dY ar, 

dZ^ dZ„ dZ, 
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Multipliciren wir dieselben für jedes Element mit irgend welchen 
Grössen + ^dK, + r^dK, +5^^? addiren und integriren über den 
ganzen Körper^ so folgt mit den Bezeichnungen 

(2) G=fip.^+Pyn+ P^ 5)/* dK, 

(3) 3R = /(Z| + Fl, + Zg) (i dK, 

die Bezeichnung 

(5) G = m + SSi. 

Sind zur Zeit t die Beschleunigungen allÄr Körperelemente in Hinsicht 
unseres Coordinatensystems gleich Null, dann wird aus (5) 

(6) = SK + SR. 

Versteht man unter +1, + ^> i ^ irgend welche beliebig 
grosse virtuelle Verrückungen der Körperpunkte m (x, y, 0) gegen- 
über deren Lagen zur Zeit tj fasst die |, ij, g als Functionen des 
Orts zur Zeit t oder ^q auf, je nachdem die Gleichungen (1) im 
Sinne des § 11 oder § 25 gelten sollen, und verfährt bei Unstetig- 
keiten der Spannungen, Verrückungen und deren Functionen nach 
Anweisung der §§ 13, 21, dann drückt (5) das d'Älemberfsche Princip 
und (6) das Princip der virtvdlen Verrückungen für beliebige Körper 
aus. Wäre beispielsweise zur Zeit t eine Bewegung der Körper- 
elemente hinsichtlich unsers Coordinatensystems nicht vorhanden, so 
würde bei Erfüllung von (6) auch Gleichgewicht bestehen bleiben. 

Zieht man anstatt der Spannungen deren auf die einzelnen Körper- 
punkte wirkenden Componenten in Betracht und berücksichtigt in 
(2), (3) die Gleichungen (3), (4) der §§ 10, 34, so folgt aus (5) die 
bekannte Form des d'Alembert'schen Princips für ein System dis- 
creter materieller Punkte (§ 69) 

^m[{p. _ X)| + (j,, - r)i, + o, - Z)§] =0 

und hieraus bei verschwindenden Beschleunigungen die entsprechende 
Form des Princips der virtuellen Verrückungen 

Zu beachten ist, dass sich in (2) bis (4) das Volumen dZ^= dx dy dz, 
wie überhaupt in der Folge Coordinaten, Dimensionen, Normalen- 
richtungen u. s. w., auf die Zeit t oder t^ beziehen, je nachdem die 
Spannungen und Verrückungen als Functionen des Orts zur einen 
oder anderen Zeit aufgefasst werden. 
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Fünfter Abschniit. — § 39. 



§ 39. Umformungeii. 

Die Gleichungen (5), (6) des vorigen §, welche die Principien 
von cFÄlembert und der virtuellen Verrückungen ausdrücken, lassen 
sich noch in andere Formen bringen. Führen wir ein 



(1) 



• _ m{^^. + nj. + tz.) _^ d(i x^ + vY^ + tz^) 



dx 



dy 



\ 



+Mf-ti^±i^],x, 



(2) 



86 



dri 



® °° J L-^ äi "•" "^ Sy "^ "^' i^ "•" ^' i^ + ^^ ^ + "^' 8« 



dri 
dy 



dri 



+ ^'di-^^vs^ + Z,^\dK 



und beachten in (1) 



S "^zr "r -^« "^z } 



dx ^ dx ^ dx 

sowie die analogen Beziehungen, dann folgt nach § 38, (4) 

(3) SR = g - S). 

Betrachten wir jetzt 
einen Körperstreifen vom 
Querschnitte dy dz, wel- 
cher in der Richtung x 
vom Oberflächenelement 
dOr der Normalenrich- 
tung V bis zum Ober- 
"^"^-^ flächenelement dOn der 
Normalenrichtung n 
reicht (Fig. 14). Die Inte- 
gration von dOv bis dOn 




Fig. 14. 



ergibt (§ 8) 

/d(ix + «r + z\ 



^ 



dx 



dXj 



wenn sich die Elammerausdrücke mit den Indices n, v auf die 
Flächenelemente der Normalenrichtungen x unmittelbar bei den Ober- 
flächenelementen dOy und dOn beziehen und die Summe Z alle 
zur Zeit t zwischen dOn und dOy existirenden Sprungwerthe von 
(|Xa. + ^ y^ + S-Zx) umfasst. Da nun 

dydz = dOnCos(wic) = — dfOyCOs(i/a;), 

so wird bei Ausdehnung der Integration über den ganzen Körper 
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J SV ^J^'=J{^^x + vYx+ t^x) COS (nx) dO 



-2/ 



ox 



In analoger Weise wie diese Gleichung finden sich durch Betrach- 
tung von Körperstreifen parallel der y-Axe und ^-Axe 

/ ^ dK^ J {IX, + 7iT, + tZg)co8{n0)dO 



-2J 



♦A(|X, + ,r, + £Z,)^^ 



dz 

Addirt man die drei letzten Gleichungen, berücksichtigt §11,(2) 
und § 35, (2) und führt die Bezeichnungen 

(5) @ = /(|x„ + ij r, + gz„)do 

ein^ so ergibt sich 

(6) f5f = @ + SR = SR + S). 

Die Integrale in (1), (2), (4) sind auf alle Körperelemente dK aus- 
zudehnen^ während das Integral (5) alle Oberflächenelemente dO 
umfasst. 

Mit Rücksicht auf (3), (6) haben wir nun nach § 38, (5) als 
Ausdruck des d'Alembert'schen Princips 

(7) G^~aÄ = 9fl = g-<£) = @-<£) + 9l, 

und nach §38, (6) als Ausdruck des Princips der virtuellen Verrückungen 

(8) -aR = SR = f5f-2) = @-2) + 9l. 

Wird die Arbeit der Massenkräfte vernachlässigt (oder werden 
letztere, wie häufig bei technischen Problemen, durch eine Anzahl 
Oberfiächenkräfte ersetzt), dann hat man aus (8) 

31 = 0, f5f = 2), 2) = @ + 8*, 

und speciell 

(9) für SK = 0, 5R = 0, S) = @ = fj. 

Die Arbeit 9i lässt sich noch einfacher als in (4) ausdrücken. 
Wir fassen irgend einen Unstetigkeitsschnitt ins Auge (Fig. 15). 
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Fünfter Abschnitt. — §§ 39, 40. 



Für die einem bestimmten Selmittelemente anliegenden zwei Flächen- 
elemente dOny dOr seien n, v die das Schnittelement selbst treflFen- 

den Normalenrichtun- 
X^ gen. Wir haben dann 



■1^ 




dx 



dx 



worin 8ich(|Xa.)v, (|Xar)» 
anf diejenigen Seiten des 

Unstetigkeitsschnitts 
beziehen, von welchen 
die Richtungen v, n 
ausgehen. Berücksich- 
tigt man 

y dydz=^ dOn cos (na?) 

*^- 1^ = — dOv cos (vx), 

80 wird für sämmtliche dem betrachteten Unstetigkeitsschnitte an- 
liegenden Flächenelemente 

dx 

und für die ümhüUungsflächen aller im Korper vorkommenden 
Unstetigkeitsschnitte 



^ -dE'= I ^Xx cos (fix) do, 



-2/-J? dK^ ^J\x. cos {nx)do. 

In analoger Weise mit den andern Gliedern von (4) verfahrend, 
erhält man 

-f (gX. 4- 1^ Y, + eZ,) cos(n;?)]dö, 
oder wegen § 11, (2) und § 35, (2) 

(10) 31 = ^fi^Xn + riYn + tZn) do. 

Das Integral ist auf die Umhüllungsflächen sämmtLicher Unstetig- 
keitsschnitte auszudehnen, welch' letztere bei Ansatz der Normalen- 
richtung n wie verschwindende Hohlräume zu behandeln sind, so 
dass die Normalenrichtungen der Oberflächenelemente do die zu- 
gehörigen Elemente der Unstetigkeitsschnitte selbst treffen (§ 1). 
Da aber jedem Flächenelemente do auf einer Seite eines Unstetig- 
keitsschnitts ein genau gleich grosses auf der andern Seite entspricht^ 
und da diese Elemente nach § 10 durch gleich grosse und entgegen- 
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gesetzt gerichtete Spannungen af&cirt werden^ so hat man auch bei 
unstetigen Spannungen 

für stetige Verrückungen 91 = 

und genügt stets^ das Integral (10) auf die Unstetigkeitsschnitte 
der Verrückungen zu erstrecken. Auch die letzteren erfordern keine 
besondere Behandlung, wenn man ihre Umhüllungsflächen mit zur 
Oberfläche rechnet, wie schon die Form von (5), (10) erkennen lässt. 

§ 40. Virtuelle Arbeiten der Massenkräfte und Fläohenkräfte. 

Es ist nicht nöthig, aber von Interesse, die Bedeutung der in 
§§ 38, 39 eingeführten virtuellen Arbeiten 2», ©, 5R, g, 2) fest- 
zustellen. Man hat dabei zu beachten, dass die ^, rj, ^ zwischen 
je zwei auf einander folgenden ünstetigkeitsschnitten stetige Func- 
tionen des Ortes sind, und zwar des Ortes x, y, zur Zeit t oder ^q, 
je nachdem die Spannungen in der einen oder anderen Weise auf- 
gefasst werden. 

Wir haben in § 38 freigestellt, die virtuellen Verrückungen der 
Punkte m aus ihren Lagen zur Zeit t durch ^, rj^ ^ oder — §, — 1?, 
— 5 zu bezeichnen. In beiden Fällen gelten sämmtliche Gleichungen 
der §§ 38, 39; fassen wir zunächst den ersten Fall ins Auge. 

Die Bedeutung von 3Ä ist sofort klar. Da ein Massenelement 
fidK bei m in den Richtungen o?, y, is abgesehen von verschwindend 
kleinen Grössen die Wege |, iy, g zurücklegt und X, Z, Z zur Zeit t 
die specifischen Massenkräfte in diesen Richtungen bezeichnen, so 
würde bei constanten Werthen der letzteren deren Arbeit auf ge- 
nannten Wegen betragen 

(idKXi + iidKYri -f iidKZty 

wonach SR die Gesammtarbeit darstellt, welche die zur Zeit t auf 
Bewegung der Körperelemente hinsichtlich unseres Coordinaten- 
systems wirkenden Massenkräfte für die angenommenen Verrückungen 
leisten würden. 

Ebenso leicht ergibt sich die Bedeutung von ©. Sind für ein 
Oberflächenelement dO bei m in den Richtungen der Coordinaten- 
axen |, ly? t die Verrückungen und XndO, YndO, ZndO die Flächen- 
kräfte zur Zeit f, dann folgt als entsprechende Arbeit dieser Kräfte 

XndOi + YndOfi + ZndO^. 

Hiernach drückt @ die Gesammtarbeit aller zur Zeit t wirkenden 
Oberflächenkräfte für die angenommenen Verrückungen aus. In 
gleicher Weise ergibt sich 9i als Arbeit der augenblickliclien Flächen- 
kräfte auf die Umhüllungsflächen sämmtlicher Unstetigkeitsschnitte 
der Verrückungen für die vorausgesetzte Bewegung. 
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Für das Massenelement iidK ist die Arbeit der Fläch enkrafte 
auf die Begrenzungsebenen; welche zur Zeit t oder t^ senkrecht zur 
a;-Axe waren^ 

Auf analoge Weise ergeben sich die Arbeiten der Kräfte auf die 
Seitenflächen, welche senkrecht zur ^-Axe nnd 0-Axe waren, 

di ^^^ Tz ^^' 

so dass die Arbeit f^ des vorigen § von den zur Zeit t wirkenden 
Oberflächenkräften sämmtlicher Massenelemente (i dK herrührt. Dass 
der Modus der ursprünglichen Eintheilung in Elemente dK keinen 
Einfluss auf ^ haben kann, ist selbstverständlich und folgt auch 
aus 5 = © + SR, worin @, SR die oben festgestellte Bedeutung 
haben. 

Die mit den angenommenen Verrückungen verbundenen Ver- 
schiebungen jedes einem Punkte m zur Zeit t oder f^ in beliebiger 
Richtung n unendlich benachbart gewesenen Korperpunktes n, können 
wir uns aus den (etwa von den Spannungen herrührenden) relativen 
Bewegungen dreier den Punkt n enthaltender Flächenelemente zu- 
sammengesetzt denken. Es betragen abgesehen von verschwindend 
kleinen Grössen die Wege von n hinsichtlich m in den Richtungen 



mit der Fläche senkrecht zur rr-Axe 
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Beim Zusammentreffen der drei Bewegungen sind die Wege von n 
bezüglich m 

in der Richtung x ^^=^ 3^^^ + d^^V + J^ ^^7 

'> ^> V y ^^ = |l^^ + f^^y + ff^^; 

Durch Division dieser Gleichungen mit der Entfernung mn = dn 
zur Zeit t oder t^ entstehen die Grundgleichungen des § 21 für die 
Verschiebungscomponenten a?„, y„, Zn^ welche nach § 4 alle anderen 
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Verschiebungsfunctionen bestimmen. Die Verschiebungen der Körper- 
punkte lassen sich hiernach aus den Verschiebungen der Seitenflächen 
von Körperelementen (idK ableiten. 

Als Arbeit, welche während der relativen Bewegungen hinsicht- 
lich m der drei n enthaltenden Seitenflächen des Elements [idK 
durch die zur Zeit t auf diese Flächen wirkenden Kräfte geleistet 
würde, hat man 

+ dxdy[x,^^-^Yj^ + zJ^]d0, 

die Verschiebungen der Seitenflächen aller Körperelemente erfordern 
also (etwa zur üeberwindung der innern Kräfte) die Arbeit 

® ~ J V^" ä^ + -*^ ä^ + ^" ä^ + -^^ ä^ + -^^^ ä^ + "^^ ä^ 

und dies ist die im vorigen § eingeführte Arbeit ®, wonach 
schliesslich 9i == <5 — 2) denjenigen Theil der bereits besprochenen 
Arbeit 5 (^nd zufolge § = © + SU bei stetigen Verrückungen den- 
jenigen Theil der Arbeit der Oberflächenkräfte) darstellt, welcher 
nicht durch die fraglichen Verschiebungen bedingt ist. 

Nehmen wir jetzt den Fall an, dass die virtuellen Verrückungen 
durch — I, — fj, — S anstatt durch S, i?, S bezeichnet sind. Dann 
bedeuten, wie sofort klar und übrigens ganz wie oben folgt, in den 
Gleichungen der beiden letzten Paragraphen —SR, — ©, — SR, 
-— f5, — 2) die Arbeiten der zur Zeit t wirkenden Massenkräfte, 
Oberflächenkräfte, Kräfte auf die Umhüllungsflächen der ünstetig- 
keitsschnitte, Oberflächenkräfte der Körperelemente und die durch 
Verschiebungen allein bedingte Arbeit der letzteren während der 
fraglichen Verrückungen; 3Ä, @, SR, g, S) aber drücken die ent- 
sprechenden Arbeiten der zur Zeit t wirkenden Kräfte auf den um- 
gekehrten Wegen, |, ij, §, aus. 

Selbstverständlich gelten die in §§ 38, 39 abgeleiteten Be- 
ziehungen auch für wirkliche Verrückungen der Körperpunkte. Die 
hier dargelegte Bedeutung der in diesen Beziehungen auftretenden 
Arbeiten würde jedoch den wirklichen Massenkräften und Flächen- 
kräften nur dann entsprechen (die letzteren würden nur dann die 
obigen Arbeiten leisten), wenn sie Jn der vorausgesetzten Weise 
coDstant wie zur Zeit t wären. Für unendlich kleine Verrückungen, 
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wie beispielsweise für die Yerrückungen in einem Zeitelement dt^ darf 
man dies annehmen, in anderen Fällen jedoch können die fraglichen 
Kräfte während des Entstehens selbst nur kleiner Verrückungen 
sehr verschiedene Werthe durchlaufen. 

§ 41. Die Versohiebnngsarbeit. 

Wir denken uns nun in §§ 38, 39 die Verrückungen -durch 
— I, — fj, — § bezeichnet und verstehen wie im IV. Abschnitte 
unter |, rj^ % die wirklichen Verrückungen der Körperpunkte m 
von denjenigen Lagen aus, welche sie zur Zeit t^ einnahmen. Span- 
nungen, Verrückungen und die entsprechenden Verschiebungen sind 
Functionen der anfänglichen Coordinaten x, y^ und der anfäng- 
lichen Richtungen n. Während wir in § 39 setzten 

^ ^ \ +ZyZy + Z, 0,+ X,X,)dK, 

werde bei beliebiger Veränderlichkeit der Spannungen und Ver- 
schiebungen als Bezeichnung eingeführt 

dD =J{Xxdxx + "Yydyy + Z^dz^ + XydXy + ^x dy^ 

+ Y,dy, + ZydZy + Z^dZ:, + X,dx,)dK 
und mit 



(^) 



(3) 



d' =f(X^dX:, + Yydyy + Z,dz, + XydXy + T^dya: 
'' + Y,dy, + ZydZy + Z^dz^ + X,dx,), 

(4) D = f^dK. 

Diä Integrale in (1), (2), (4) sind auf alle Körperelemente dK zu 
erstrecken. Wir werden D die Verschiebungsarbeit des Körpers und 
d" die specifische Verschiebungsarbeit bei m nennen, während 3) als 
virimlle Verschiebungsarbeit bezeichnet werden mag. Sind die Span- 
nungen während des Entstehens der Verschiebungen constant, dann 
führt (2) wieder auf die speciellere Formel (1). 

. Nach § 40 bedeuten für unsern Fall 3», @, 3i, 5, S) in den 
Gleichungen der §§ 38, 39 Arbeiten, welche durch die wirklichen 
Verrückungen |, i^, g bedingt würden, wenn die Arbeit leistenden 
Kräfte constant wie zur Zeit t wären, während — SR, — ©, — fft, 
— 3, — 2) die Arbeiten derselben Kräfte für die Rückführung der 
Körpertheilchen in die Anfangslagen darstellen. Die Bedeutung 
von D ergibt sich ganz wie diejenige von 2) in § 40. Da die wirk- 
lichen Oberflächenkräfte des Körperelements dK während des Ent- 
stehens der zusammengehörigen (etwa auf das gleiche Zeitelement 
dt bezüglichen) Theile der Verschiebungen 
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dx^B, dXy, dxz, dy^, dyy, dy», dsSx, dZy^ 

als constant gelten können^ so findet sich die von diesem Theil 
der Verschiebungen herrührende wirkliche Arbeit der Oherflächen- 
kräfte aller Korperelemente, wenn in (1) an Stelle der ganzen Ver- 
schiebungen deren vorstehende Differentiale gesetzt werden, womit 
(2) entsteht und (4) die ganze durch die Verschiebungen von Iq bis t 
bedingte Arbeit der fraglichen Flächenkräfte darstellt. %• ist die 
entsprechende Arbeit per anfanglicher Volumeneinheit bei m. 

Die Arbeit S) ist eine Function der zur Zeit t erreichten Span- 
nungen und Verschiebungen im Körper. Diese können unter ge- 
gebenen Verhältnissen des Systems (z. B. bleibenden Verbindungen, 
vorgeschriebenen Bahnen, bestimmten Kräften und Beschleunigungen) 
je nach begleitenden umständen verschiedene Werthe annehmen. 
Wir erhalten jedoch alle mit den gestellten Bedingungen verträg- 
lichen Variationen von S), wenn wir die Spannungen und Ver- 
schiebungen selbst beliebige zulässige Variationen vornehmen lassen. 
Die vollständige Variation von S) ist 

(5) dS) = *,S) + *,3), 

worin von den unendlich kleinen Aenderungen der Spannungen 
bezw. der Verschiebungen allein herrühren 

U,® =f{XJX, + Yydyy + Z^dZ, + XydXy + F^CJ^, 

^ ^ 1 + YJy, + Zyd0y + Zxd0x + X,dXs)dK, 

jd,® =f(xJXx + yydYy + 0,SZs + OCydXy "f J/, (J F J/^ 

^ ^ 1 + yJY, + Zy8Zy -f z^8Zx + x,8X;)dK. 

Nach (2) stellt 

(8) d,S) = cJD 

in jedem Falle (bei beliebigen begleitenden Umständen) die Ver- 
schiebungsarbeit für die vorausgesetzten Aenderungen der Spannungen 
und Verschiebungen dar. Suchen wir auch einen Ausdruck für 
8i% abzuleiten. 

Steht ein durch gegebene äussere Kräfte ergriffener Körper mit 
andern Körpern derart in Berührung, dass er der Einwirkung der 
ersteren nicht frei folgen kann, so bilden die Reactionen der frem- 
den Körper neue äussere Kräfte des betrachteten Systems. Es kann 
vorkommen, dass einzelne dieser Reactionen durch die gegebenen 
Verhältnisse nicht mit bestimmt sind, sondern von Spannungen und 
Verschiebungen und damit indirect von den erwähnten begleitenden 
Umständen abhängen (§ 37). Demnach lässt sich die mit irgend- 
welchen Verrückungen verbundene Arbeit @ der Oberflächenkräfte 



[ 
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zur Zeit t im Allgemeinen zerlegen in die Arbeit & der bestimmten 
Oberflächenkrafte und die Arbeit U der unbestimmten Beactionen^ 

(9) @ = @ + U. 

Zu beachten ist^ dass jeder Theil eines Körpers auch als Körper 
oder System für sich betrachtet werden kann (§ 1)^ sodass wir je 
nach der Abgrenzung des letzteren auch @ = U erhalten können. 
Welche Werthe die schliesslichen Spannungen, Verrückungen 
und Verschiebungen auch haben mögen , so besteht nach § 39^ (7) 
die Beziehung 

(? — 3R = 5R = g — 5) = © — S) + 9l. 

Schreiben wir nun den Spannungen ohne Aenderung der Ver- 
rQckungen, Massenkrafte und Beschleunigungen irgendwelche zu- 
lässige Variationen zu, dann ergibt die Anwendung vorstehender 
Gleichung auf den neuen Zustand 

= © + *.U — S) - *.» + « — *.3l , 

worin d,3t, 6,^, dtVi, d«9l die entsprechenden Aenderungen von 91, 
Sy U, 91 bedeuten. Durch Subtraction der vorletzten von der letzten 
Gleichung folgt 

(10) = d,3l = d,% — *.© = iJ.U - *.© + dsfft 
und damit der gewünschte Ausdruck 

(11) *,© = *.g = SsU + *.«. 

Die Beziehung (5) aber lässt sich mit (8), (11) auch schreiben 

(12) *© = dD + dM + *,«. 

§ 42. AeqnivBlens von lebendiger Kraft und Arbeit. 

Ia §§ 38, 39 mögen jetzt |, i}, t ^^ Verrfickungen bezeichnen 
und hierunter die wirklichen W^^ der Körperpunkte m(Xj y, b) hin- 
sichtlich unseres beliebig bewegten Goordinatensystems im Zeitele- 
mente dt verstanden sein. Sind dann Uy Vj w zur Zeit t die Geschwin- 
digkeiten von m in den Richtungen Xj y, 9j so hat man 

(1) l = udt, fi^vdi, l^wdt. 

Hl r, IT haben für die bestimmte Zeit t als Functionen des Orts allein 
zu gelten, können jedoch in beliebig vielen Schnitten jeder Form 
und Grösse Unstetigkeiten erleiden. Die angenblickliche lebendige 
Kraft bezüglich unsres Goordinatensystems ist für ein Hassenelement 
^dK 
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und fÖr den ganzen Körper 

(2) L^ p' + ^l + -\ äK. 

Aus den in §§ 38, 39 erhaltenen, einem beliebigen Körper ent- 
sprechenden Ausdrücken für G, 3Ji, % 5> 2); ®; 91 ergeben sich mit 
(1) der Reihe nach folgende für das Zeitelement dt gültigen Werthe, 
welche wir deshalb als Diflferentiale einführen. Aenderung der leben- 
digen Kraft 

(3) dZ = dtJ{pxU +i>yV -{-pzW)iidK] 

Arbeit der Massenkräfte 

(4) dM = dtf{Xu +Tv+ Zw)ii dK-, 
Beitrag der Flächenkräfte zur lebendigen Kraft 

Gesammtarbeit der Fläcbenkräfte 



(5) 



(6) 



dF 



dx 



0) 



d(uX„ + vY„ + wZ„) d(uX, + vY^ + v)Z\l 

■ 

Durcb die Verschiebungen allein bedingte Arbeit der Flächenkräfte, 
mit Rücksicht auf 2j, = F,, T, = Z,, Z, = X, (§§ 12, 36) 

+ y-(l7 + If ) + ^-(If + w)]«- 

Arbeit der Oberflächenkräfte 

(8) dS = dtJ(uXn + vYn + wZn)dO . 

Arbeit infolge örtlicher Unstetigkeiten der Geschwindigkeiten 

(9) dB = dtJiuXn + vYn + wZn)dO. 

Die Integrale (2) — (7) sind auf sämmtliche Körperelemente auszu- 
dehnen, das Integral (8) umfasst alle Oberflächenelemente und das 
Integral (9) die Elemente der Umhüllungsflächen sämmtlicher Un- 
stetigkeitsschnitte. Fasst man die letzteren als verschwindende Hohl- 
räume auf; so können ihre Umhüllungsflächen mit zur Oberfläche 
gerechnet, also dB in dS eingeschlossen werden. 
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Zwischen den Grössen (3)— (9) bestehen nach § 39, (6) (7) die 

Beziehungen 

(10) dF = d8 + dE = dN+dD, 

dL = dM-^dN='dM+dF — dB 

= dM+dS-\-dR — dD. 



(11) 



Für ein von t^ bis t reichendes Zeitintervall ist demnach 

(12) L-'Lo = M+ S + B - D, 

und diese Gleichung drückt den Satz von den lebendigen Kräften für 
beliebige Körper aus: In jedem Zeitintervall ist die Äenderung der 
lebendigen Kraft eines Körpers gleich den Arbeiten der Massenkräfte, 
Oberflächenkräfte und Kräfte auf die ümhüllungsflädien sämmtlicher 
ünstetigkeitsschnitte der Geschwindigkeiten minus der Verschiebungsarbeit 
Wirken im Zeitelement dt auf die Oberfläche eines Körpers 
nur normale Kräfte von Nn = — p pro Quadrateinheit^ so folgt aus 
(8) mit § 3, (2) und i?„ =jp, r = — n, 

dS = — dtJTu cos (nx) + v cos (ny) + w cos (nje?)j|) dO, 

oder wenn der Weg des Flächenelements dO in der Richtung seiner 
Normale durch s bezeichnet wird; 

(13) dS=-fpsdO. 

Ist p überall gleich gross und bedeutet V das Gesammt volumen des 
Körpers zur Zeit t, dann hat man wegen 

(14) dr=ßdO 

die Arbeit der Oberflächenkräfte 

dS^—pdV. 

Werden auch die Umhüllungsflächen sämmtlicher Ünstetigkeits- 
schnitte der Geschwindigkeiten im Zeitelement dt nur durch Normal- 
spannungen JVn = — p afficirt, so hat man der übereinstimmenden 
Form von (8) (9) wegen 

(15) dE = —fps do . 

Bewegen sich je zwei demselben Schnittelemente anliegenden Flächen- 
elemente do in der Bichtungslinie ihrer Normalen gar nicht oder 

um gleichviel, dann folgt 

dR = 0. 

§ 43. Das Hamüton^sohe Frinoip. 

Ein Massenelement fidK lag zur Zeit ^q bei a^^ bQ, Cq (in § 35 
x, y, z) und ist zur Zeit t nach a, 6, c (in § 35 a; -}- |, y + ^; ^ + S) 
gelangt. Dann hat man die Geschwindigkeiten dieses Theilchens in 
den Richtungen Xy y, z zur Zeit t nach § 35 
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da db de 

^~'dt' ^"äi' ^^dl' 

wobei die runden d andeuten^ dass es sich um Differentiale nach t, 
allein für ein bestimmtes Theilchen handelt. Schreiben wir jedoch 
dem Elemente zu jeder Zeit t irgend welche unendliche kleine vir- 
tuelle Verrückungen zu und betrachten diese ebenfalls als Functionen 
der Zeit, so entsteht eine von der vorigen nur unendlich wenig 
abweichende Bewegung, deren Geschwindigkeiten in den Richtungen 
X, y, ß zur Zeit t sind 

Der Willkürlichkeit unserer ^j fj, t wegen lassen sich so alle mit 
den Bedingungen des Systems verträglichen, von der wirklichen 
Bewegung nirr unendlich wenig abweichenden Bewegungen erreichen. 
Durch Subtraction erhält man 

'--Tt' '^-^' '^-Tt' 

als von den virtuellen Verrückungen herrührende Variationen der 
Geschwindigkeiten u, v, w. 

Im Zeitelement dt haben wir für das Massenelement fidK 

d(u^ + vrj + wQ = ud^ + vdri + wdt + idu + ridv + Idw^ 

und, wenn bei Unstetigkeiten der Verrückungen nach Anleitung des 
§ 21 verfahren wird, für den ganzen Körper 

dj{ui + VI? + w^)iidK== dtf(udu + vdv + wdw)fidK 

+fi^du + rjdv + ^dw)[idK, 
In dieser Gleichung ist das erste Integral rechts 
(1) *i = i Sf{u^ + v^ + w')(idK 

die Variation der lebendigen Kraft infolge der angenommenen Ver- 
rückungen und 

eine schon in § 38 eingeführte Function der Verrückungen und zur 
Zeit t wirkenden Kräfte. Wir haben allgemein 

(3) df(u^ + vri + wt)ii dK = {G + 8L)dt, 
und für ein von t^ bis t reichendes Zeitelement 

[J{ui'+ vri + wi)iidK\ — [/(wS + vri^ wi)^dK\ 

(4) , 

«=/(G + SL)dt, 

Weyrauch, Theorie elaitischer KSrper, 8 
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wenn die beiden E^lammerausdrücke die Werthe des eingesetzten 
Integrals zu den Zeiten t, t^ bedeuten. 

Für den speciellen Fall, dass die Verrückungen J, % g zu Anfang 
und zu Ende unsers Zeitintervalls Werthe haben, welche die linke 
Seite von (4) zu Null machen, folgt 

t 
(5) /(G + (JZ)rf^ = 0. 

Dies triflFt z. B. zu, wenn alle virtuellen Verrückungen |, iy, g selbst 
zu den Zeiten ^, t^ verschwinden, und es wird dann der Inhalt von 
(5) als Hamilton' sches Frincip bezeichnet. 

§ 44. Energie der Körper. 

Jede mögliche Ursache von lebendiger Eraffc oder Arbeit nennt 
man Energie und beurtheilt deren Werth nach ihrer Wirkung, sodass 
die Energie in Arbeitseinheiten gemessen werden kann. In § 42 
ergab sich die Aenderung der lebendigen Kraft für ein Zeitelement dt 

(1) dL = dM+ dN= dM+dS + dü — dB. 

Fassen wir hier den allgemeinen Fall ins Auge, dass dem betrach- 
teten Körper im Zeitelement dt, abgesehen von den in (1) auftreten- 
den Grössen, noch in Summa die Energie dQ von Aussen zugeführt 
wird (Entziehung negativer Zufuhr) und setzen 

(2) di7= d/S — diV+ rfÖ = rfD - diJ + dQ, 
so folgt 

(3) dL + dU = dE =^ dM + d8 -\' dQ:, 

du stellt hiemach denjenigen Theil der von Aussen empfangenen 
Energie dar, welcher nicht in die lebendige Kjraft dL verwandelt 
wurde. 

SoU nun die Energie unzerstörhar sein, so müssen sich alle nach 
einander auftretenden dU in irgend einer Form im Körper an- 
sammeln, es muss dem letzteren wie ein gewisses L auch ein 
gewisses TJ entsprechen, sodass erst L + ü" = jB die ganze Arbeits- 
fähigkeit oder Gesammtenergie hinsichtlich des angenommenen Coor- 
dinatensystems bedeutet. Für ein von tQ bis t reichendes Zeitinter- 
vall aber liefert (3) 

(4) L-I^+U-U^ = E-E, = M+S+Q. 

Die augenblickliche lebendige Kraft eines Körpers pflegt man auch 
seine actvelle Energie zu nennen, U soll hier die virtuelle Energie 
heissen (siehe auch §§ 69 bis 71), Gleichung (7) lässt sich dann aus- 
sprechen: In jedem Zeitintervall ist die Arbeit der äusseren Kräfte 
(Massenkräfte und Oberflächenkräfte) plus der sonst von Aussen 
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zugeführten Energie gleich der Summe der Aenderungen von ac- 
tueller und virtueller Energie des Körpers. 

Die Gesammtenergie zur Zeit t drückt sich aus 

{5)E=^L+ U=Lo-{- Uo + M-\-S-^Q = Eo + M-{-S + Q. 
Ist von t^ bis t im Ganzen M -{- S -\- Q = 0, so wird 

(6) i; = i+f7 = 4+Do-=i:o, 

und beispielsweise folgt: Wenn einem Korper weder durch die 
Arbeit äusserer Kräfte noch sonst von Aussen Energie zugeführt 
wird, dann ist der Gewinn an actueller Energie stets gleich dem 
Verluste an virtueller Energie, die Gesammtenergie bleibt constant. 
Sind zur Zeit t Beschleunigungen der Körperelemente und Ar- 
beiten der Massenkräfte nicht zu berücksichtigen, oder ist überhaupt 
dL — dM = 0, dann entsteht aus (3) 

dQ = dU-dS, 

und wenn auf die Oberfläche des Körpers nur ein gleichmässig ver- 

theilter Normaldruck von p pro Quadrateinheit wirkt, mit Rücksicht 

auf § 42 

dQ = dü+pdV, 

eine sehr bekannte Formel der mechanischen Wärmetheorie. Bei 
den Untersuchungen der letzteren pflegt man ü als Energie schlecht- 
weg zu bezeichnen. 



* 



VI. Abschnitt. 
Ausdrucke für die Spannungen auf Grund der Erfahrung. 

Die bisher abgeleiteten Gesetze sind an keinerlei Beziehungen 
zwischen Spannungen und Verschiebungen gebunden, sie gelten für 
beliebige Körper. Thatsächlich beobachten wir jedoch in vielen 
Fällen; dass Spannungen und Verschiebungen einander bedingen. 
Um den Zusammenhang zu erforschen , kann man entweder von 
Erfahrungsresultaten ausgehen oder ein allgemeines Gesetz der 
zwischen den Eörperpunkten wirkenden Kräfte zu Grunde legen. 
Wir suchen zunächst auf dem ersten Wege soweit als möglich zu 
gelangen, um dann im folgenden Abschnitte den zweiten zu betreten. 

§ 45. Vollkonimene Flüssigkeiten. 

Als vollkommene Flüssigkeiten pflegt man' Körper m hezeichnen, 
in welchen unter allen umständen nur normal den afficirten Flächen- 
elementen wirkende Druckspannungen vorkommen. Da somit die Schub- 
spannungen gleich Null sind, so hat man nach § 3, (2) und § 11, 
(2) für nicht unendlich grosse Massenkräfte und Beschleunigungen 
bei jedem Punkte m(x, y, z) zu jeder Zeit t 

Xx cos (nx) = Rn cos {rx) , Yy cos (ny) = En cos (ry), 

Zg cos (ne) = Bn cos (rsi) , 

oder wegen cos (rx) = — cos {nx), cos (ry) = — cos (ny), cos (rg) 
= — cos (nß) , 

JLx = JLy = ^Z ^ -tin . 

Die Spannungen auf drei zu einander senkrechte Flächenelemente 
sind gleich der Spannung auf ein bestimmtes Flächenelement. Weil 
aber die Richtungen x, y, z, n beliebig gewählt werden dürfen, so 
folgt für alle einem Punkte m unendlich benachbarten Flächen- 
elemente 

Bn=p, Nn^—P, Tn = 0, 

worin p constant. Dies ergibt sich auch aus der in § 11 einge- 
führten Betrachtung des Elementartetraeders, indem bei bestimmten 
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Coordinatenaxen unter Beibehaltung einer der Pläclien fx, fy^ fz durch 
Aenderung der andern alle Normalenrichtungen n von fn erreicht 
werden können. Wenn nun der Druck für alle jedem beliebigen 
Körperpunkte m unendlich nahe liegenden Flächenelemente als con- 
stant anzusehen ist, so können sich die Spannungen von Punkt zu 
Punkt nur um unendlich wenig, also stetig ändern und daraus folgt, 
dass auch örtliche ünstetigkeiten der Oberflächenspannungen nicht 
auftreten, jeder irgendwo auf die Oberfläche ausgeübte Druck pflamt 
sich bis m stetiger Vertheilung fort. 

§ 46. Berücksichtigung der Flüssigkeitsreibmig. 

Bei den wirklichen Flüssigkeiten sind die Schubspannungen 
nicht unter allen Umständen gleich Null, es wirken der Verschie- 
bung aneinander liegender Plächenelemente gewisse Widerstände 
entgegen, die man gewöhnlich Eeibungswiderstände nennt. Für ein 
dem Punkte m(ar, y, z) in der Normalenrichtung n unendlich benach- 
bartes Flächenelement fn wurde die Componente der Totalspannung 
Rn nach beliebiger Richtung s durch 8n bezeichnet. In § 28 haben 
wir die Geschwindigkeit, mit welcher sich das Flächenelement fn 
längs eines ihm unendlich nahe liegenden von gleicher Normalen- 
richtungslinie pro Einheit ihrer Entfernung in der zu n senkrechten 
Richtung s verschiebt, als Schiebungsgeschwindigkeit g?„, erkannt. 
Es werde nun der Fall ins Auge gefasst, dass zur Zeit t bei m(a;, y, d) 
die in § 45 festgestellte Stetigkeit der Spannungen fortbesteht und 
sich für s _L w mit q>ns=^yns (§7) setzen lässt 

(1) Sn = fyns, 

worin f einen von w, s unabhängigen Coefficienten bedeutet, welcher 
zu bestimmter Zeit von Punkt zu Punkt, in einem bestimmten Punkte 
mit der Zeit variiren kann und Reihungscoefficient heissen soll. 
Gleichung (1) liefert speciell für ns = a?y, y^, zx 

(2) ^y^fyxy^'^x, Yz = fyyz = Zyf Zx = fyzy=^ Xz- 

Bedeutet p den Druck, welcher im Falle f=0 bei m entstehen 
würde (oder eine andere beliebige Function), dann hat man nach (2) 
mit § 28, (6) für zu einander senkrechte w, s 

fyns = i^ßix — p) cos (nx) cos'ißx) -f (2fvy — p) cos {ny) cos {sy) 

-f- {2fWz — p) cos {nz) cos {sz) 

+ Zy[cos {nx) cos {sy) + cos {ny) cos (sa;)] 
+ Yz [cos {ny) cos {sz) + cos {nz) cos (sy)] 
-}- Zx\qo^ {nz) cos {sx) + cos {nx} cos (sz)^ . 
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Für ganz beliebige n, s ergab in sich in § 13 

Sn = X„ COS (nx) cos (sx) + Yy cos (ny) cos (sy) 

+ Zg cos (nje?) cos («je?) 

+ Xy[cos (nx) cos (sy) + cos (ny) cos (sa?)] 
+ Tz [cos (wy) cos (sd) + cos (wje?) cos (sy)J 
+ ^x [cos (nje?) cos (sx) + cos (na?) cos (sz)] . 

Es folgen also nach (1) 

(3) Z^ = 2/i«.-i), Yy = 2fvy-p, Z, = 2fw,-p, 

und mit (2) (3) die Componente der Totalspannung ü« des Plächen- 
elements der Normalenrichtung n in beliebiger Richtung s 

Sn = 2fUx COS (nx) cos (sa?) + 2/^1;^ cos (ny) cos (sy) 

+ 2fWt cos (n^) cos (sjei) — p cos (ns) 

+ /'ya:y[cos (nx) COS (sy) + cos (ny) cos (sa;)] 
+ /'yy«[cos (ny) cos (sjei) + cos (nsi) cos (sy)l 
+ /y*«[cos (nz) cos (sa?) + cos (nx) cos (s;8r)l 
oder mit Rücksicht auf § 28, (6) 

(4) Sn = fyn» —p cos (ns) . 

Diese Gleichung liefert mit s = n wegen y„» = 2vn die Normal- 
spannung 

(5) Nn = 2fVn—p, 

während (1) für s J_ n daraus entsteht. Die Ableitung von (4) 
wäre, nach Art derjenigen von § 48, (2), mit einfacheren Formeln 
möglich gewesen, wenn wir die Coordinatenaxen parallel den Hauptr 
Spannungen und damit nach (1) auch parallel den Hauptverschie- 
bungsgeschwindigkeiten gelegt hätten. 

In*(l) (4) (5) sind die Spannungen auf beliebige Flächenele- 
mente bei m(Xy y, ^) unabhängig von den Richtungen der Coordi- 
natenaxen ausgedrückt. Die Sn, Nn, y»,, v» können für beliebige 
rechtwinklige Coordinatenaxen aus §§ 13, 28 entnommen werden. 
Nach (4) folgen die Componenten der Totalspannung Bn in den 
Richtungen x, y, e 

IXn = fynx — p COS (nx) , 
Yn = fyny — P COS (ny) , 
Zn = fyn» — p cos (ne) . 
Durch Addition der Gleichungen (3) entsteht mit den Bezeichnungen 
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(7) Q = X, + r, + Z, = ^ + £ + c, 

(8) Q = U:,-\-Vy + w, = a-{-ß + y^^, 

die Beziehung 

(9) Q^2fQ-3p; 

Q, Q sind unabhängig von den Richtungen der rechtwinkligen Coor- 
dinatenaxen. 

Die vorgeführte Berücksichtigung der Plüssigkeitsreibung auf 
Grund von (1) entspricht der Sache nach einer schon von Newton 
eingeführten und seitdem allgemein acceptirten Annahme. Nach 
den aufgestellten Gleichungen ist die Reibung ohne Einfluss, wenn 
sich die Flüssigkeit hinsichtlich des Goordinatensystems in Ruhe 
befindet. 

§ 47. Feste Körper. Elasticitätsmodul, Elasticitätszahl, 

Ausdehnnngscoeffleient. 

Als feste Körper bezeichnet man Körper, für welche die Möglich- 
Jcdt eines spannungslosen Zustandes "besteht oder fingirt tvird. Von die- 
sem anfanglichen Zustande aus werden alle Gruppirungsänderungen 
der Theilchen gerechnet. An Ursachen elastischer Gruppirungs- 
änderungen ziehen wir auf Grund der Erfahrung Spannungen und 
Temperaturänderungen in Betracht, nach deren Aufhebung der ur- 
sprüngliche Zustand wieder eintreten muss. 

Im spannungslosen Zustande werde vom Körperpunkte m aus 
ein rechtwinkliges Parallelepipedon der unendlich kleinen Kanten 
^o; ^0) ^0 abgegrenzt. Infolge von Verschiebungen erlangen letztere 
die Dimensionen a, b, c. Angenommen, die Deformation sei lediglich 
bewirkt worden durch parallel der ersten Kante wirkende, auf die 
Endflächen gleichmässig vertheilte Normalkräfte von P pro Quadrat- 
einheit. Erzeugt dann eine Aenderung dF von P weitere elastische 
Längenänderungen da, d6, de und werden gesetzt 

, y. da^_dP^ db^__äP de ^ dP 

dann sollen E der Elastidtätsmodul für die Richtung a [^ der 

Elasticitätscoeffident für diese Richtung^ und £, v die Elasticitäts- 

zahlen für die Richtungen 6, c heissen. Nach (1) können wir auch 
schreiben 

(2) ^ = 11«»' 

^^\ dP ho da dh 
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/.v d P Cq da de 

Wird dagegen vorausgesetzt, die Deformation sei allein infolge einer 
gleichmässigen Temperaturänderung t entstanden und sind da, dh, de 
die einer weiteren Temperaturanderung dx entsprechenden Aende- 
rungen von a, b, c, dann nennt man in 

a, ß, y die Ausdämu/ng8Coeffi4nenten für die Richtungen a, h, c. 

Anstatt bei den Definitionen (1) — (5) von dem Verhältnisse der 
Längenänderungen zu den Dimensionen im spannungslosen Zustande 
auszugehen, könnte man auch mit den augenblicklichen Längen ver- 
gleichen, d. h. a, bf c an Stelle von Uq, 6q, Cq setzen. In (5) wird 
vielfach mit den Längen bei O^C. Temperatur verglichen. Je nach 
den Längen, mit welchen man vergleicht, ändern sich natürlich im 
Allgemeinen auch die E, £, i/, a, ß, y, doch sind Abweichungen ohne 
Aenderung der Zahlenwerthe letzterer Grössen zulässig, wenn, wie 
in allen praktischen Fällen, die Differenzen verschiedener a, b, c 
gegen die betreffenden Grössen selbst verschwinden. 

Denkt man sich während der Entstehung der ganzen oben durch 
eine Normalkraft bewirkten Deformation anstatt der möglicherweise 
variabeln J?, £, v constante Mittelwerthe eingeführt, welche die gleiche 
schliessliche Aenderung bedingen, so hat man nach (1) 

(6) 9— ^0 _ P & — Öo -P C — Co _ P 



(7) a = ao(l + I), & = 60(1 - ^), c = c,(l - ^). 

Denkt man sich femer während der ganzen durch die Temperatur- 
änderung T erzeugten Deformation an Stelle der im Allgemeinen 
variabeln a, ß, y constante mittlere Ausdehnungscoefficienten gesetzt, 
welche die gleichen Längenänderungen im Ganzen bewirken, dann 
folgen aus (5) 

»0 Oo ''0 

(9) a = ao(l + ar), 6 = 6o(l +ßt), c = c,il + yt). 

Diese Mittelwerthe sind mit P, r dann variabel, wenn es die zuerst 
definirten Ey e, v, a, ß, y sind. 

Ist der betrachtete Körper innerhalb des abgegrenzten Parallele- 
pipedons isotrop, dann hat man in allen obigen Gleichungen 

€ = v, a = ß =^ y. 

Ferner lehrt die Erfahrung, dass in diesem Falle gleichmässig ver- 
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theilte Nonnalkräfte auf die Seitenflächen und gleichmässige Tem- 
peraturänderungen des Prisma zwar Form und Yolumenänderungen 
desselben, aber keine Verschiebung seiner ursprünglich parallelen 
Seitenflächen längs einander erzeugen, während solche durch Schub- 
kräfte auf diese Seitenflächen bedingt sind. 

« 

§ 48. Fotentialversolüebimgen isotroper fester Körper. 

Wir nehmen jetzt einen festen Körper an, welcher wenigstens 
in dem betrachteten kleinen Baume um einen Punkt m isotrop ist. 
Im spannungslosen Zustande, welchem für jenen Raum die Tem- 
peratur Tq entspricht, sei ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
gewählt, hinsichtlich dessen durch Spannungen und Temperatur- 
änderungen bei m irgendwelche Potentialverschiebungen daselbst 
entstehen (§§ 30, 31). Wir denken uns vor Eintritt der letzteren 
von m{x, y, z) aus ein parallelepipedisches Massenelement abgegrenzt, 
dessen Kanten dx, dy, dz deix Coordinatenaxen parallel sind. Das 
Element wird mit den Verschiebungen eine Formänderung erleiden. 
Wir setzen voraus, dass die Wirkungen verschiedener Ursachen 
dieser Formänderung sich addiren, dass der Elasticitätsmodul E und 
die Elasticitätszahl € als constant gelten können, dass Schubkräfte 
auf die Seitenflächen des Körperelements eine Verschiebung paral- 
leler Flächen längs einander erzeugen und dass die schliesslichen 
Spannungen bei m im Sinne des IV. Abschnitts stetige Functionen 
der anfänglichen Normalenrichtungen ihrer Flächenelemente sind. 

Für Potentialverschiebungen sind die Hauptverschiebungen a, 
&, c, Hauptdehnungen e^, e^, Cg und Grenzverschiebungen r^, r^, r^ 
bezw. numerisch gleich und gleichen Richtungen' entsprechend 
(§ 30). Diesen letzteren parallel legen wir vorläufig die Coordinaten- 
axen, sodass unser Körperelement auch nach den Verschiebungen 
ein rechtwinkliges Parallelepipedon mit Kanten in den Richtungen 
Xy y, z bildet. Da also keine Verschiebung paralleler Seitenflächen 
längs einander stattgefunden hat, so kann die Formänderung nur 
durch Norraalkräfte auf die Seitenflächen und eine Temperatur- 
änderung X bedingt sein, es wird Gnu = S« + ^« für ns = xy, 
yZj zx gleich Null, die Spannungen auf Flächenelemente der Nor- 
malenrichtungen X, y, z sind Hauptspannungen Ä, B, C und 
diese Totalspannungen, womit auch die Pxyy Pyzy Fzx verschwin- 
den (§ 33). 

Es möge während der fraglichen Verschiebungen a den mitt- 
leren Ausdehnungscoefficienten bedeuten. Dann erzeugen specifische 
Längenänderungen der Kanten des Körperelements 
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in den Bichtungen x, 
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die Temperaturänderung r allein aXy axy ax . 

Die ganzen specifischen Längenänderungen der Kanten^ die Haupt- 
dehnungen oder Hauptverschiebungen werden somit 

A B + C , 
^ = ]& "-7^ + ^^^ 

, B G+A, 
C A + B , 

^ = s^ — ^^- + «^- 

Nach § 23 sind die Summen 

(1) ci) = a + b + c = Xa: + yy + 0z, 

(2) Q = Ä + B + G=X:,+ Y, + Z, 

unabhängig von den Richtungen der rechtwinkligen Coordinaten- 
axen. Aus den drei vorhergehenden Gleichungen folgen mit der 
Bezeichnung 

(8) sE=(6+ 1)2G = ^-^J 

durch Addition 

(4) d = ^^1 + 3«r = i^ A + Sax = «(-?- + 3r), 

und wenn weiter gesetzt wird 

die Hauptspannungen 

A = 2Ga-p, B = 2Gb—p, C = 2Gc—p. 

Für jedes m anliegende Flächenelement der anfänglichen Nor- 
malenrichtung n hat man bei unserer Wahl der Coordinatenaxen das 
Quadrat der Totalspannung und die Normalspannung (im Sinne des 
IV. Abschnitts) nach § 21, (6) (4) 

JB„2 = A^ cos« (nx) + B^ cos« (ny) + C^ cos« (ne) , 

Nn = Ä cos« (nx) + JB cos« (ny) + C cos« (w;gf) . 

Durch Substitution der a, b, c aus den darüberstehenden Gleichungen 
ergeben sich 
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Ri? = 46r*[a*co8^(wa;) + 6*cos*(ny) + c^cos*(n^)] 

— 46r \a cos* (wa;) + & cos* (wy) + ^ cos* (nigf)]jp + JP^ 
-Ni» = 2 6r [a cos* (nx) + 6 cos* (ny) + c cos* (n jet)] — ^, 

oder mit Bücksicht auf die Ausdrücke für Totalverschiebung r» und 
Normalverschiebung w» der beliebigen Richtung n 

(6) Bn"^ = 4 G'Vr? - AGflnP + i>*, 

(7) Nn = 2Gnn-p. 

Nun gelten aber für die Transversalspannung und Transversal- 
verschiebung der Richtung n die Gleichungen 

Daher folgt aus (6), (7) die einfache Beziehung 

(8) Tn = 2Gtn. 

Die Transversalspannungen von Flächenelementen der anfänglichen 
Normalenrichtungen n sind proportional den Transversalverschiebungen 
von Punkten der anfänglichen Bichtungen n. 

In (6) bis (8) haben wir die Beziehungen zwischen Spannungen 
und Verschiebungen unabhängig von den Richtungen der Coor- 
dinatenaxen ausgedrückt Substituirt man (7) (8) in die Gleichungen 
§ 33, (5), so ergeben sich bei Beachtung von § 4, (7) die Com- 
ponenten der Totalspannung jß» in den Richtungen x, y, z beliebiger 
rechtwinkliger Coordinatenaxen 

Zn == 2Gxn — pcos(wa;); 

(9) r„ = 2Gyn — p cos (ny) , 

Zn = 2 G0n — P COS (nz). 

Diese Gleichungen multipliciren wir bezw. mit cos(sx), cos {sy), 
cos (sz) und erhalten durch Addition wegen § 33, (2) und § 4, (8) 
die Componente von JB» in beliebiger Richtung s 

(10) Sn = 2GSn —PCOB (tis). 

Vertauscht man s mit n, so folgt mit Rücksicht auf n« = Sn auch 
Ns = Sn, wir können aussprechen: Bei isotropen festen Körpern 
entstehen durch Potentialverschiebungcn auch Potentialspannungen, Das 
Resultat wird sich in § 58 auf anderem Wege für beliebige isotrope 
Körper ergeben. - Für zu einander senkrechte Richtungen n, s 
liefert (10) 

(11) Sn = 2Gs„. 

Einen speciellen Fall dieser Beziehung bildet Gleichung (8), während 
(7) bis (9) aus (10) mit s = n, t, x, y, z folgen. Aus (9) ent- 
stehen mit n=^ Xj y, z 
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(12) X^ = 2Gx:,'-p, Y^^2Gy,—p, Z» = 2öj5r, — jp; 

(13) Xy = 2Ga:y=r,, Y, = 2Gy, = Zy, Z^ = 2G0^ = X,. 

Die Gleichungen (12) hätten wir aus (7) mit n = x, y^ z und die 
Gleichungen (13) aus (10) oder (11) mit ns = xy^ yZy zx erhalten 
können. 

Alle aufgestellten Beziehungen gelten unter den oben aus- 
gesprochenen Voraussetzungen unserer Ableitung für beliebig grosse 
Potentialverschiebungen. Die Proportionsconstante G^ welche zum 
Elasticitatsmodul J? und der Grösse J in der Beziehung (3) steht, 
soll als GleUungscoeffieient (oder auch Schidmngscoefficient) bezeichnet 
werden, während J Temperaturcoefficient heissen mag. 

§ 49. Fotentialspannnngen beliebiger isotroper Körper. 

Wie im vorigen Paragraphen fassen wir die Spannungen im 
Sinne des IV. Abschnitts auf. Es mögen nun infolge von Ver- 
schiebungen bei einem Punkte fn(Xyy,z) Spannungen von solcher 
Art daselbst entstehen, dass allgemein für 

(1) s±n Sn = Ggns = N, 

gesetzt werden kann, worin G von den Richtungen n, s unabhängig 
ist, aber während des Entstehens der g^ variabel sein darf. Gleichung 
(1) verlangt, dass nach Eintritt der betrachteten Verschiebungen 
für alle dem Punkte m anliegenden Flächenelemente beliebiger an- 
fänglicher Normalenrichtungen n die Componenten der Totalspan- 
nungen En nach irgend welchen in den anfanglichen Ebenen dieser 
Flächenelemente gelegenen Richtungen s proportional den Normal- 
gleitungen der Richtungen n, s sind. Thatsächlich enthält (1) alle 
bekannten, für isotrope Körper auf Grund der Erfahrung angenom- 
menen Beziehungen als specielle Fälle; speciell für beliebige Poten- 
tialverschiebungen isotroper fester Körper hat sie sich in § 48 
ergeben. Die Proportionsconstante G mag auch hier Gleitungs- 
coefficient heissen. 

Nach (1) stimmen die anfanglichen Normalenrichtungen n, s 
der Flächenelemente, für welche Gns == /S» + ^* verschwindet und 
also die Hauptspannungen entstehen, mit den anfänglichen Rich- 
tungen derjenigen Punkte überein, für welche gru = Sn-\- w, zu Null 
wird und demgemäss die Hauptverschiebungen eintreten. Legen 
wir die Coordinatenaxen vorläufig in diese Richtungen und bezeichnen 
durch p ein,e in der Folge zu bestimmende, hier willkürliche Func- 
tion, so folgt aus § 23, (14) für beliebige zu einander senkrechte n, s 

Ggns = {2Ga — p) cos (nx) cos (sx) -^ (2Gb — p) cos (ny) cos {sy) 

+ (2 öc — p) cos (nz) cos (sz). 
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Da für Potentialspannungen die Beziehungen des U. Abschnitts 
gelten, wenn n und die Indices der Spannungen die anfänglichen 
Normalenrichtungen der zugehörigen Flächenelemente bedeuten^ so 
hat man nach § 14, (11) für ganz beliebige n, s 

Sn == -4. COS (na;) COS (sä;) + JB cos (wy) cos (sy) + Ccos(n0) co3(sg). 

Mit Rücksicht auf (1) ergeben sich aus den zwei letzten Gleichungen 
die Hauptspannungen 

Ä = 2Ga—p, B = 2Gh—p, C=2Gc-p, 

und durch Substitution dieser Ausdrücke in die darüber stehende 
Gleichung die Componente der Totalspannung Rn des Flächen- 
elements der anfanglichen Normalenrichtung n in jeder Richtung s 

(2) , Sn = Ggns — p cos (ws) = Ns. 

Diese Gleichung führt für zu einander senkrechte w, s wieder auf 

(1) und liefert mit s = n wegen gnn = 2wn die Normalspannung 

(3) Nn = 2Gnn-p. 

In (1) bis (3) haben wir die Beziehungen zwischen Spannungen 
und Verschiebungen unabhängig von den Richtungen der Coor- 
dinatenaxen ausgedrückt. Die Sn, Nn, Qm, ^n sind für beliebige 
rechtwinklige Coordinatenaxen aus §§ 13, 23 zu entnehmen. Gleichung 

(2) liefert die Componenten der Totalspannung i?„ in den Rich- 
tungen X, y, z 

r Xn = Ggnx — p cos {nx), 

(4) Yn = Ggny — p COS (ny), 

Zn = Ggnz — P COS (WiSf), 

und hieraus folgen mit n=^ x,y,z 

(5) X^'=2Gx^-py Yy = 2Gyy-p, Z, = 2Gjs,-p, 

(6) Xy = Gg^=Y^, Y.^Ggy^^Zy, Z^-^Gg^^^^^X,, 

welche Beziehungen wir auch aus (3) und (1) erhalten konnten. 
Mit den Bezeichnungen 

(7) Q = X, + Fy + Z, = ^ + JB + C, 

(8) c} = x„ + yy + z, = a + l + c 
entsteht durch Addiren der Gleichungen (5) 

(9) Q = 2Gg} — 3jp. 
Durch Quadriren und Addiren von (4) folgt 

(10) Rn^ = G\gJ + ^n/ + gJ) - ^.GUnP + p\ 

und wenn hiervon das Quadrat von (3) subtrahirt wird, als Trans- 
versalspannung 
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(1 1) Tn^G YgJ + fl'n/ 4- ^«/ - 4n„^ 

während selbstverständlich für iJ» auch (2) und für T« Gleichung 
(2) oder (1) gilt, wenn darin für s die Richtung von JB« oder T„ 
gesetzt wird. Dabei ist jedoch zu beachten, dass letztere Richtungen 
im Allgemeinen nicht mit den Richtungen der Totalverschiebung 
und Transversalverschiebung von Punkten der anfanglichen Richtung 
n übereinstimmen. Werden diese Verschiebungen wie früher durch 
^n; ^n bezeichuct, so hat man nuM in allen Fällen 

iJn = G(^« + '^^ — '9 COS {nr)^ T^ = G{tn + fit), 

und sollen umgekehrt r, t in r„, tn die Richtungen von JB», Tn be- 
zeichnen, dann sind zwar vorstehende Gleichungen richtig, es be- 
deuten aber darin r„, U nicht die Totalverschiebung und Trans- 
versalverschiebung der Richtung n. — Gleichung (11) liefert bei- 
spielsweise für Flächenelemente der anfanglichen Normalenrichtung 

n = Xjij, 

T, = Gyg,y'+gJ, 

(12) \Ty = Gygy.'+g^% 

T, = G y^f+^, 

wie schon aus (6) zu entnehmen war. 

Potentialverscliiebungen. Für diesen Fall folgt aus (2) die all- 
gemeine Spannungscomponente mit g^» = 2Sn = 2n« 

(13) Sn = 2GSn — p COS (ws), 

alßo speciell für beliebige Componenten von JB„ oder T„ in der 
anfänglichen Ebene des Flächenelements mit 

(14) s±n S„ = 2Gs». 

Die Normalspannung bleibt durch (3) bestimmt, als Transversal- 
Spannung liefert (11) 

(15) T, = 2Gtn, 

worin tn die Transversalverschiebung der Richtung n bedeutet Da 
aber nach (13) der gleiche Ausdruck entsteht, wenn t die Richtung 
von Tn bezeichnet, so stimmen für Potentialverschiebungen die 
Richtung der Transversalspannung des Flächenelements der anfäng- 
lichen Normalenrichtung n und der Transversalverschiebung von 
Punkten der anfänglichen Richtung n überein. Aus (10) folgt 

(16) Bn" = 4.GW - ^Gnnp + p\ 

unter r« die Totalverschiebung der Richtung n verstanden. Die 
Componenten von i?„ in den Richtungen x, y, e sind nach (13) 
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IXn = 2Gxn — j) COS (na?), 
Tn = 2Gyn-pcos(ny), 
Zn = 2Gzn — po^o^inz), 
und diese Gleichungen oder (6) wie auch (14) liefern 

(18) Xy = 2Gxy, Y,==2Gy,, Z^ = 2Gz,, 

während die Beziehungen (5) ungeändert bleiben. 

§ 50. Fotentialspannungen flüssiger und fester Körper. 

Durch die Gleichungen des vorigen Paragraphen sind die in 
den §§ 45, 46, 48 ermittelten Beziehungen für vollkommene Flüssig- 
keiten, reibende Flüssigkeiten und isotrope feste Körper unter ge- 
meinsame Formen gebracht. Die in letzteren auftretende Grosse jp, 
welche je nach der Körperart verschiedene Bedeutung haben kann, 
ist aus den früheren Ableitungen zu entnehmen. 

Vollkommene Flüssigkeiten. Für diese sind der Definition zu- 
folge sämmtliche Schubspannungen unter allen Umständen gleich 
Null, so dass für Verschiebungen in einem Zeitelement 6r = und 

( 1 ) X, = Ty = -z; = jv„ = - i> 

werden. Es bedeutet also p den für alle Flächenelemente bei einem 
Punkte m{Xj y, z) gleichen und normalen Druck pro Quadrateinheit. 
Weiteres siehe in § 45. 

Reibende Flüssigkeiten. Um hier den vorliegenden, lückenhaften 
Erfahrungsresultaten zu genügen, ist G für Verschiebungen in einem 
Zeitelement dt unendlich gross anzunehmen. Mit 

(2) f=Gdt 

folgt dann aus § 49, (2) die allgemeine Spannungscomponente 

(3) Sn^fyns—P cos (ws), 

und beispielsweise für s = n und s A.n 

Nn = 2fVn — i>, Sn= fYm, 

p ist der Druck, welcher bei m{x,y^d) für alle Flächenelemente 
entstünde, wenn /*= wäre oder gar keine Verschiebungen statt- 
fönden. Näheres in § 46. 

Isotrope feste Körper. Bei solchen muss nach § 47 jp für ver- 
schwindende Verschiebungen gleich Null werden. Auf Grund der 
Erfahrung ergab sich in § 48 für Potentialverschiebungen 

(4) ^ = /,_2ö^ = 2(?ar-^-|:^, 

womit die Gleichungen am Schlüsse des vorigen Paragraphen den 
in § 48 aufgestellten identisch werden. 
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Setzt man allgemein e» =» n« (§ 32) und nimmt weiter an^ dass 
die specifischen Längenänderungen der Kanten eines rechtwinkligen 
Korperelements nur von Normalspannungen auf die Seitenflächen 
und Temperaturänderungen herrühren, welche ganz so wirken , als 
wenn keine Schubspannungen vorhanden wären, dann ergeben sich 
wie in § 48, jedoch für beliebige Richtungen der rechtwinkligen 
Coordinatenaxen, die specifischen Längenänderungen der Kanten 

^x = -j^ --£ - + «^ = Ti; ^' - ,E + «^^ 

'^--B .E +«^= .^ ^^-,y.; + «^- 

Nach § 49 sind 



= «r — 




2r; •^•^ 5^' 

oder mit Rücksicht auf § 49, (9) 

(6) $ = Jx-m-''— mit J = ;-t|2öa. 

Unsere Annahmen ergeben also, dass die Gleichungen des vorigen 
Paragraphen mit gleichem j? wie für Potentialverschiebungen auch 
für andere Verschiebungen isotroper Körper gelten. Im folgenden 
Abschnitte wird sich dies Resultat als Annäherung noch auf anderm 
Wege finden (§ 59). Zu beachten ist, dass mit .B, b auch G wäh- 
rend der Verschiebungen constant bleibt 

§ 5L Festigkeit. Zulässige Spannung. Sicherheit. 

Jede Formänderung fester Körper besteht in -einer auf gewissen 
Wegen erfolgenden üeberwindung derjenigen Kräfte, mit welchen 
die Körpertheilchen auf einander wirken. Handelt es sich um 
elastische Formänderungen, so sind die neuen Lagen der Theilchen 
durch die Gesammtwirkung der augenblicklichen innem und äussern 
Kräfte bedingt. Treten bleibende Formänderungen ein, dann ist ein 
Gleichgewichtszustand zwischen den anfänglichm innem und äussern 
Kräften erreicht. Als Bruch bezeichnet man die Entfernung der 
Theilchen in beiden Bruchflächen aus dem gegenseitigen Wirkungs* 
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bereich. Der Widerstand gegen bleibende Formänderungen heisst 
Elasticitätsgrenze, der Widerstand gegen den Bruch Festigkeit Beide 
werden gewöhnlich wie die Spannungen des IV. Abschnitts auf die 
Quadrateinheit der anfänglichen Flächenelemente bezogen. Die 
Festigkeit in einem Schnittelement kann je nach den Richtungen 
der auf Trennung wirkenden Spannungen verschieden sein. Bei 
isotropen Körpern pflegt man anzunehmen^ dass für alle numerisch 
gleichen Winkel der Spannungsrichtung mit der Normalenrichtung 
des afficirten Flächenelements die gleiche Festigkeit besteht. 

Sollen Trennungen in einem Körper nicht eintreten, so müssen 
die Spannungen unter den betreffenden Festigkeiten bleiben; sollen 
bleibende Formänderungen nicht eintreten, so müssen sie auch 
unter den Elasticitätsgrenzen bleiben. Das Verhältniss der Festig- 
keit zur Spannung heisst die Briuihsicherheit, das Verhältniss der 
Elasticitätsgrenze zur Spannung die Grenzsicherheit Der reciproke 
Werth der Bruchsicherheit wird Bruchsicherheitscoefßcientj der re- 
ciproke Werth der Grenzsicherheit Grenzsicherheitscoefficient genannt. 
Gewöhnlich spricht man jedoch einfach von m-facher Sicherheit oder 

vom Sicherheitscoefficienten — , indem als bekannt vorausgesezt wird, 

ob die Festigkeit oder Elasticitätsgrenze als Ausgangspunkt dient. 
Durch den Sicherheitscoefficienten sollen alle unvorhergesehenen 
lind zahlenmässig unverf olgbaren Einflüsse berücksichtigt werden; 
mit ihm hat man den Ausgangs werth zu multipliciren, um die bei 
w-facher Sicherheit zulässige Spannung zu erhalten. Bei den Festig- 
keitsberechnungen im Ingenieurwesen ist dahin zu streben, dass bei 
allen Punkten einer Construction gegen alle in Frage kommenden 
Zerstörungsarten die gleiche Sicherheit besteht. 

Eine scharfe Elasticitätsgrenze existirt nicht und mancherlei 
Versuche scheinen sogar darauf hinzudeuten, dass bei jeder Bean- 
spruchung bleibende Formänderungen entstehen. Man könnte nun 
denjenigen Widerstand als Elasticitätsgrenze bezeichnen, welcher 
überwunden werden muss, wenn die Formänderungen für den augen- 
blicklichen Zweck in Betracht kommende Werthe annehmen sollen. 
Diesem praktischen Standpunkte entspricht es bei vielen Materialien, 
die Elasticitätsgrenze mit Fairbairn und Bauschinger als Proportio- 
nalitätsgrenze aufzufassen, nämlich als diejenige Spannung, bis zu • 
welcher i? in § 47 als constant gelten kann und damit erfahrungs- 
gemäss die bleibenden Formänderungen für technische Zwecke ver- 
schwindend klein sind. Denkt man sich beispielsweise einen ge- 
raden Stab von Stahl oder Schmiedeeisen bei constanter Temperatur 
nur durch eine gleichmässig über den Querschnitt vertheilte Kraft 

Weyrauch, Theorie elastischer Körper. 9 
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in der Richtung seiner Axe beansprucht {§ 81, Fig. 16) und trägt 
die Spannungen als Abscissen, die entsprechenden ganzen (elastischen 
plus bleibenden) Verlängerungen in beliebigem Masstabe als Or- 
dinaten auf, so verläuft die entstehende Curve innerhalb gewisser 
Grenzen (Proportionalitätsgrenze pz, pa) fast geradlinig, geht dann 
bei Zug und Druck in Linien von geringer Krümmung über, welche 




Fig. 16. 

wieder durch mehr oder weniger scharf ausgebildete Ejiiee (Streck- 
grenze s und Quetschgrenze q) zu Theilen führt, innerhalb deren die 
Längenänderungen gegenüber den Belastungszunahmen wesentlich 
schneller wachsen. 

Welche Bedingungen für das Eintreten des Bruchs gleichwerthig 
sind, lässt sich bis heute nicht erschöpfend angeben. Dass stoss- 
weise Einwirkungen ungünstig sind, ist theoretisch klar und durch 
die Erfahrung bestätigt. Femer zeigte sich, dass die Dauer der 
Beanspruchung von Einfluss ist; dass ein Körper, welcher gewissen 
Kräften einmal widersteht, dieselben nicht unter allen Umständen 
beliebig oft aushält; dass Wechsel von Zug und Druck oder über- 
haupt Beanspruchungen in verschiedenen Richtungen ungünstiger 
als die entsprechenden gleichgerichteten wirken etc. Will man bei 
Angabe der Festigkeit hervorheben, dass es sich nur um den 
Widerstand gegen einmalige ruhende oder ganz allmählig anwach- 
sende (ohne Erzeugung lebendiger Kraft, umkehrbare im Sinne der 
Wärmetheorie) Beanspruchung in einer Richtung handelt, dann 
spricht man von der Tragfestigkext (für Zug, Druck, Schub u. s. w.). 

Die Festigkeit als der Widerstand gegen Entfernung der Theil- 
chen aus dem gegenseitigen Wirkungsbereich hängt natürlich nicht 
nur von den unbekannten Gesetzen der Grundkräfte zwischen den 
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einzelnen Atomen, sondern auch von dem durch die Gruppirung 
der letzteren zu chemischen und physikalischen Molekülen bedingten 
Resultanten ab. Wie mannichfaltig diese ausfallen können ^ sehen 
wir an den Aenderungen der Festigkeit und Elasticitätsgrenze durch 
bleibende Formänderungen aller Art, Erschütterungen, Erhitzen, 
Härten, Schmolzen u. s. w. Man fürchtet dann auch für den Be- 
stand des Materials ganz besonders unbeabsichtigte Aenderungen 
der molekularen Beschaffenheit. Die zahlreichen Versuche, welche 
in neuester Zeit über die Festigkeitsverhältnisse angestellt wurden, 
haben dem praktischen Ingenieur wesentliche Dienste geleistet; eine 
wissenschafÜiche Behandlung der Festigkeitslehre ist jedoch bis 
heute nicht möglich. 



9* 



VIL Abschnitt. 
Ausdrücke fdr die Spannungen nach der Moleknlartlieorie. 

Verschiedene Autoren, wie Lame, Beer und Castigliano, sind 
bei Beurtheilung der Spannungsverhältnisse fester Körper von An- 
schauungen der Molekulartheorie ausgegangen. Dabei wurde ange- 
nommen , dass die Kraft S zwischen zwei Körperpunkten in deren 
Yerbindungsgeraden wirke, proportional den Massen m, n sei und 
im Uebrigen lediglich von der Entfernung l abhänge, wonach sich 
ausdrücken liesse 

8 = mn FQ). 

Der letzten Annahme scheint die Erfahrung zu widersprechen. Wir 
sehen, dass die Körperpunkte bei Erwärmung wenigstens ihre mitt- 
leren Entfernungen vielfach merklich ändern, ohne Beeinflussung der 
Spannungen, welche Functionen der Kräfte S sind. Umgekehrt können 
die Spannungen bei constantem Körpervolumen mit Erhöhung der 
Temperatur sehr bedeutend wachsen. Auch auf anderen Gebieten 
hat sich obige Beziehung vorläufig nicht bewährt, wie die electro- 
dynamischto Grundgesetze von Riemann, Weber und Clausius be- 
weisen. 

Wir werden in den folgenden Entwicklungen setzen 

S = fnn[F{T) - i], 

worin mni ganz allgemein eine Function derjenigen Grössen be- 
deutet, welche neben der Entfernung { auf S Einfluss nehmen. Als 
Richtungslinie der S behalten wir die Verbindungsgerade auf ein- 
ander wirkender Punkte bei. Letztere können dabei Rotationen um 
ihre Massenmittelpunkte ausführen; sollen sie auch als oscillirend 
gelten, so hat man sich die Schwingungsamplitude gegen die mittlere 
Entfernung verschwindend klein zu denken. Die Beschränkung der 
Untersuchung auf feste Körper lassen wir fallen und fassen stetige 
Spannungen im Sinne des IV. Abschnitts auf. Demgemäss wird vor- 
atisgesetist, dass, abgesehen von beliebig vielen UnstetigJceitsschnitten, die 
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JPtmJcte, welche vor den Verschiebungen ein Flächenelement bei m bil- 
deten,, axwh nach den Verschiebungen auf einem solchen liegen. 

Wer die Beziehungen zwischen Spannungen und Verschiebungen 
unabhängig von dem Einflüsse der i will, hat die im Folgenden 
mit i, io, r behafteten Glieder gleich Null zu setzen. 

§ 52. Grundglelohiingen. 

Es handle sich wie im IV. Abschnitte um irgend welche Be- 
wegung der JKörpBrpunkte in Hinsicht eines beliebigen rechtwink- 
ligen Coordinatensystems. Wir denken uns vor Eintritt der be- 
trachteten Verrückungen einen Schnitt S durch den Körper gelegt. 
Die Massenpunkte zu beiden Seiten von S können auf einander 
wirken, m und n seien zwei solche Punkte der Massen m, n und 
der anfanglichen Entfernung Aw. Die Kraft zwischen m und n war 
also vor den Verrückungen zur Zeit t^ 

mn [F (Am) — i^ 

und ist nach den Verrückungen zu irgend einer späteren Zeit t 

mn [F (An + ^n An) — i], 

wenn Cn die Dehnung der Entfernung Aw und i^ den Anfangs werth 

von i bedeutet. 

Der Punkt m, welcher vor den Verrückungen bei Xj y, z lag, 

ist infolge der letzteren nach a;+§, y -\- r\, ^+5 gerathen und 

der Punkt w, welcher anfänglich den Ort x -\' t^x^y -^ t^y, z -\' t^z 

einnahm, hat sich in den Richtungen x, y, z um S + A|, ij-f-Aiy^ 

g + ^5 fortbewegt. Die Componenten der Kraft, mit welcher Punkt n 

auf Punkt m wirkt, sind also nach den Verrückungen 

F (Aw + e^ Aw) — i hx + A| 
in der Richtung x mn — ^^ \ A- e — Äw^ — ' 

F (Aw + ^n ^^) "" * ^y + ^^ 

» » » y *WW ^^ r—, T , 

• n 

F (An + 6 Aw) — iAz + A^ 
„ „ ,, z mn — ^^ T— i jT 

ff V J7 i i ß Aw 

' n 

Sämmtliche auf der w- Seite gelegenen Punkte gemeinsam erzeugen 

für Punkt m in den Richtungen x, y, z die Kräfte 

,r-^ F (Aw + e^ Aw) — i Ax + A| 
m y n — ^^ z—v-- Ä } 

^-^ F (Aw + c„ Aw) — i Ay -{■ Arj 

«»2;« — r+7„ ä;.- ' 

,r-^ F (Aw + e^ Aw) — i Az + Af 

m y n — ^^ T— 1 T 

^ 1 + c„ Aw 
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So lassen sich die Einwirkungen aller Punkte der n- Seite auf jeden 
Punkt der m- Seite ausdrücken. Denken wir uns die Kräfte für die- 
jenigen Punkte m summirt, zu welchen Yerbindungsgeraden mn 
durch ein dem Punkte m {Xy y^ 0) anliegendes Flächenelement der 
anfanglichen Grosse fn und anfanglichen Normalenrichtung n gehen^ 
dann hat man im Sinne des § 33 die Gomponenten der Totalspan- 
nung Bn dieses Flächenelements in den Richtungen x^ y, z nach 
den Yerrückungen 



(1) 



1 _, ,^ F(An + e,An)-iAa:M- 
= -I- >'»t >'n — ^^ T—t 1- 



A| 



fn ^ ^ 



1 + «. 



An 



n 



Der Index am ersten Summenzeichen gibt die Normalenrichtung des 
afficirten Flächenelements an. Die entsprechenden Spannungscom- 
ponenten vor den Verrückungen sind hiemach: 



(2) 



n 



8- = r2'»2'" 



F{An) 



An 



A0. 



Wir fuhren noch folgende Bezeichnungen ein 



(3) 



ij„ = Knt = j- ^m ^n {i — Q 



Ay 
An' 



n 



g, =Lnt = j- ^m^n(i - g^ 



Nimmt man an, dass i — i^ für die Punkte eines Körperelements 
bei m constant ist und setzt 



(4) 



* ~~" Zq — CT m 



oder wird durch er ein Mittelwerth von i — i^ bezeichnet, dann 
folgen 
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71 =-t V«. V ^* 



(5) 



fn ^"' jiLj^ i^n' 



n 



n 



und sollen i^, i als proportional den von einem beliebigen Null- 
punkt aus gerechneten Temperaturen zu Anfang und zu Ende der 
Verrückungen gelten, dann kann man r als Temperaturänderung 
während der letzteren betrachten. Dieser Fall ist hier von beson- 
derem Interesse, weil er durch die Erfahrung bestätigt wird (§§ 59, 60), 
während andere als von Entfemungsänderungen der Punkte und 
Temperaturänderungen herrührende Einwirkungen auf die Span- 
nungen bisher nur ganz vereinzelt beobachtet wurden. 

Für feste Körper pflegt man die Verschiebungen von einem 
spannungslosen Zustande aus zu rechnen (§ 47), womit an Stelle 
von (2) 

X» = 2)„ = 3» = 
treten. 

Schliesslich bringen wir die Bezeichnungen 

(6) Q = X^-{-Yy + Z, = A-{-B + C, 

(7) Gi = Xx -{- Vy + 0z = a + l + c, 

in Erinnerung, welche in der Folge vielfach Verwendung finden 
werden. 

'§ 53. Spannungen beliebiger Körper. Erste Ableitung. 

In den Gleichungen des vorigen § haben wir 

Aa; + A| Ag — e„ Aä; 



l+e« 


Ay 4- ^V 


1 + «. 


A« + A5 



Ay + 



A0+' 



l + ^n 



1 + ^n ' 1 + ^, 

Handelt es sich nun um diejenige Annäherung, welche bei den bis- 
herigen Untersuchungen im Gebiete der Elasticitätslehre allein er- 
reicht wurde, so vernachlässigt man, unter Voraussetzung einer 
geeigneten Fixirung des Coordinatensystems, die mit den rechts 
stehenden Brüchen multiplicirten Glieder gegen die mit ökXj Ay, Aj9 
multiplicirten und setzt dem Taylor'schen Satze entsprechend 
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F (An + e^ An) = F (An) + e„ An F' (An), 

worin jF" (An) die erste Derivirte von jF(An) nach An bedeutet. 
Damit folgen aus § 52, (1) 

n n 

n 
n n 

n 

f,Z.^2m^nF(An)^ + ^fn^nF'(An)enAg 

n H 

n 

Subtrahirt man vom ersten^ zweiten und dritten dieser Ausdrucke die 
entsprechenden Gleichungen (2) des vorigen §; so ergeben sich mit 
Rücksicht auf die dortigen Bezeichnungen (3) als Componenten der 
schliesslichen Totalspannung JRn des Flächenelements der anfang- 
lichen Normalenrichtung n in den Richtungen Xj y, z 

Xn = dCn — Sn + ^ ^ tH ^ fi F' (An) ß« Afl? , 

" mm 



(1) 



Yn=% — Vn+ Y^^^^ ^ ^ ^^^^ ^" ^^' 



* n 



-Zn = 8n - 5n + j- ^^ ^ ^ ^ ^^ (An) ^, A^, 



» n 



unter 3E„, ^„, 3» ^^^ entsprechenden Anfangsspannungen verstanden. 
Die Gleichungen (1) sind unabhängig davon , ob die Span- 
nungen stetige Functionen des Ortes sind oder nicht. Wir wollen 
nun die gewöhnliche Annahme machen, dass die Verschiebungen 
bei m stetige Functionen der anfönglichen Richtungen n von der 
Art sind, dass allgemein e« = n» gesetzt werden kann. Nach § 21, (4) 
ist dann 

ßn An^ = fin An^ = Xx Ax^ -f- y^ Ay* + ^» ^^^ 

-f- g:,y Ax Ay -f g^» Ay Az '\'g,x An Ax. 

Substituirt man diesen Ausdruck in (1) und bezeichnet die ent- 
stehenden Doppelsummen so, dass unter Weglassung des immer 

wiederkehrenden y ^ '^^ ^ a » ^®^ zugehörige Gliederfactor 



n „ 



(3) 
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eine Klammer mit dem Index des affieirten Fläehenelements erhält^ 
setzt also 

(2) (Aa;- Ay» A A = f 2' '»2'» ^ (^") ^^M^> 

dann ergeben sich die folgenden Beziehungen für beliebige Körper 
mit stetigen Verschiebungen bei m (x, y, is) und stetigen oder un- 
stetigen Spannungen. 

'Xn = 3£„ — In + a?x (Aa?3)n + ify (Ax Ay^)« + Zz (Aa; A^)n 

+ g:,y (Ax^ Ay)„ + gy, {Ax Ay Az)n 

+ gr^ar (Are* Ais)n, 

Yn = % — rjn + X:, (Ao?* Ay)« + Vy (Af)n + 0z (Ay A^»*)^ 

+ g:,y (Ax Ay^n + gyz (Ay* Az)n 

+ s^^a; (Aa? Ay A^)«, 

^« = 3« — S»» + ^o; (AiC* Az)n + yy (Ay* A^)n + 0z (A0^)n 

+ gfo^y {Ax Ay A;8i)n + S'yz (Ay A^*)„ 

+ S^^a: (Aa? A;8f*)„. 

Speciell für feste Körper hat man in (1), (3) Xn=?)n=3»=0? 
wenn die Verschiebungen in üblicher Weise von einem spannungs- 
losen Zustande aus gerechnet werden. Für beliebige (anfänglich) 
homogene Körper sind Klammersummen gleichen Ausdrucks bei allen 
Punkten m (x, y, 0) gleich gross. 

§ 54. Spannungen beliebiger Korper. Zweite Ableitung. 

Wir wollen hier die Ausdrücke für die Spannungen etwas con- 
sequenter als in § 53 ableiten, indem wir nur alle diejenigen Glieder 
vernachlässigen, welche mit Quadraten, Producten oder höheren Po- 
tenzen der Dehnungen und Verschiebungen multiplicirt sind. Auch 
dann kann man die Taylor'sche Reihe 

e * Aw' 
i^(Aw 4- e„ Am) == ^(A«) + e„ An F (An) + \^ F" (Am) + •• 

mit dem zweiten Gliede abbrechen. Da aber 

ist, so folgt 

J-VAn + e„ An) - t , V , , . F {An) — il e^ An 

und wir erhalten mit 

(1) t^r (A») - ^^^-» 
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(2) 



fnX.^'^m^nlF (An) - i\ 



An 



+ yjm^nif ^f tf^ e„ 



+ 



/; Z, = ^m^n [F (Am) - i] 



An 



+ ^''"-2'*** ^f+ 



At 



+ «. 



'n* 



Subtrahirt man hiervon die entsprechenden Gleichungen § 52, (2), 
so ergeben sich mit den dortigen Bezeichnungen (3) die Compo- 
nenten der schliesslichen Totalspannung iJ« des Flächenelements der 
anfanglichen Normalenrichtung n in den Richtungen x, y, z 

rx» = X, - s„ + f 2''»2'« t^ (^»») - *T äI 

* n 

, 1 "V ^ A« + AI , 

* n 

^. = 8, - g. + f ^»»2" [^(^»») - »1 äl 

" n 



(3) 



unter Xn, ?)», 8» die entsprechenden Anfangsspannungen ver- 
standen. 

Die Gleichungen (3) sind unabhängig davon, ob die Span- 
nungen stetige Functionen des Ortes sind oder nicht. Da jedoch 
die Verschiebungen bei m stetige Functionen der anfänglichen Rich- 
tungen n sein sollen, so hat man nach § 21, (2) 

A| = Xx Aa? + a^y Ay + x» A;sf, 

Ai? = ya: Aa; -f j/y Ay + y, A^, 

A§ = Zx ^X'\- Zy Ay -|- Zz A;g?; 

es folgt mit den Bezeichnungen § 52, (3) 



Ausdrücke für die Spannungen nach der Molekalartheorie. 139 



A V^ V 



AI 



7-^»»^«[i^(A«)-i]2 



n 



und damit aus der ersten Gleichung (3) die erste der nachstehen- 
den Gleichungen^ während sich die beiden andern in ganz analoger 
Weise aus den zwei letzten Gleichungen (3) ergeben. 

f X« = (1 + X.) (X„ - L) + X, (g)„ - ,;,) + X, (3, - tn) 



(4) 



'n „ In 

r, = y« (3e„ - I,) + (1 + yy) (g)„ - ij„) + y, (8» - &.) 

Zn = ^a: (X„ — §„) + ^y (?)„ — TJn) + (1 + ^z) (3» ^ &») 

'n M ' n 



Bis jetzt haben wir nur die mit Quadraten^ Producten und 
höheren Potenzen der Dehnungen multiplicirten Glieder vernach- 
lässigt Da aber 

Ax + A^ AS — e^ Ax 



l + ^n 

Ay + Atj 

1 + ^n 

A;5 + At 
1 + ^n 



= Aj/ + 



= A;^ + 



1 + ^n 

Ai? — e^ Ay 

A £ — g^ Ag 
" 1 + ^« 



SO dürfen in (4) auch die gleichzeitig mit e„ und einem der rechts 
stehenden Brüche multiplicirten Glieder weggelassen werden. Es 
entstehen daun mit den abkürzenden Bezeichnungen 



(5) 



^nfenAx, 



t)n 



= 7- ^ni^nfen Aj/, 

'n 



hn=j- ^ni^nten A^, 
aus (4) die folgenden Beziehungen. 

iXn = (1 + X^) (3£„ - in) + aJ, (?)« - 1?«) + a^. (3n " g«) + En, 

(6) r„ = y. (X„ - in) + (1 + yy) (?)n - Vn) + Vz (3» - In) + ^n, 

\Zn=Z^ (Xn — In) + ^y {% — ^«) + (1 + ^.) (3« " &•) + 8«' 
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Siebenter Abschnitt. — §§ 54, 56. 



Die Dehnung e» ist durch § 25 bestimmt. Weil aber nach 
§ 5, (1) 



e„ = w„ + 



it n 

2 



SO können wir, abgesehen von voraussetzungsgemäss zu vernach- 
lässigenden Gliedern wie im vorigen § setzen 

6n An^ = rin An' = Xx Arc^ + y^ Ay' + 0z A;s^ 

gra;y AiT Ay + gy, Ay Aä? + g^x A^erArc. 

Wird bei Substitution dieses Ausdrucks in (5) entsprechend dem 
Vorgehen in § 53 die symbolische Bezeichnung 

(7) (Ao. Ay* A^), - f 2'«»2'«* ^^-''- 

* n 

eingeführt, dann drücken sich in (6) die jn, ^n, Jn für beliebige 
Körper mit stetigen Verschiebungen und stetigen oder unstetigen 
Spannungen bei m (x, y, z) wie folgt aus. 

In = Xx (Aa;8)„ + yy {Ax Ay\ + 0, {Ax A0% 

+ gxy {Ax^ Ay)n + ffv» (Aa; Ay A^)» 
+ ^;; (Aa;^ A^)«, 

5„ = a;^ (Aic« Ay)„ + yy (A/)« + ^, (Ay A^*)„ 

(8) { + gxy {Ax Ay\ + fl'y. (Ay^ A^)« 

+ jr^aj (Aa; Ay A^)„, 

jn = a^a; {Aa^ Az)n + yy (Ay^ A0)n + ^. (A^^)« 

+ gxy {Ax Ay A^)„ + gy^ (Ay Az^ 

+ g,x{AxA0\. 

Für feste Körper und beliebige homogene Körper gilt das am 
Schlüsse des § 53 Gesagte. 

§ 55. Körper mit Elastioitätsaxen. Erste Ableitung. 

Als Elasticitätsaxe bei Punkt m {x, y, z) bezeichnen wir jede 
durch m gehende Gerade, bezüglich welcher vor Eintritt der be- 
trachteten Verrückungen die auf m wirkenden Punkte nach Ort, 
Masse und Kraftäusserung symmetrisch angeordnet waren (§ 2). Im 
Folgenden wird vorausgesetzt, dass Elasticitätsaxen bei m für die 
Punkte des Flächenelements fn als parallel gelten können. Etwaige 
Unstetigkeiten sind nach den Angaben in §§ 8, 13, 21 zu be- 
handeln. 

Wir gehen zunächst von § 53 aufe. Existirt irgend eine Elasti- 
citätsaxe bei w, so kann man sich die a?-Axe parallel derselben ge- 
legt denken, womit alle Summen der Form 
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für fn = fx verschwinden; wenn b oder c eine ungerade ganze Zahl 
bedeutet. Wir erhalten also aus § 53, (3) mit n = x 

^x = Sa: — Ix + X:,{Ax% + yy{AxAy% + s!,(AxA^%, 

(1) ' Yx = g:,y{AxAy^%, 

Z^^g^^{AxAz^)x^ 
Die beiden letzten Gleichungen zeigen, dass vor Eintritt der Ver- 
schiebungen die Spannungen auf Flächenelemente senkrecht zu 
Elasticitätsaxen Normalspannungen sind, wie schon aus dem Be- 
griffe der Elasticitätsaxen folgt. 

Kommen bei m zwei zu einander senkrechte Elasticitätsaxen 
vor, so legen wir ihnen die a;-Axe und y-Axe parallel. Die obige 
Doppelsumme verschwindet dann auch für fn == /J,, wenn c oder a 
eine ungerade ganze Zahl ist, und nach § 53, (3) gelten neben (1) 
die Gleichungen 

Xy=-gxy{AyAx^)y, 

(2) r, = 2), - 1?, + x.{Ay Ax% + yy{Af)y + z.{Ay Az% , 

Zy=gy^{AyAz\, 

Hat man schliesslich drei zu einander senkrechte Elasticitäts- 
axen bei m, so denke man sich denselben die drei Coordinatenaxen 
parallel gelegt, womit die obige Doppelsumme noch für /J, = /^^ ver- 
schwindet, wenn a oder 6 eine ungerade ganze Zahl ist. Es be- 
stehen also nach § 53, (3) neben (1) (2) auch die folgenden Be- 
ziehungen 

X»^g,x{AzAx%j 

(3) \Y. = gy.{AzAy%, 

Z,=^dlz — ^z + Xx{Az Ax% + yy{AzAy'^\ + z,{Az% . 
Für Flächenelemente beliebiger Normalenrichtungen n bleiben 
in allen Fällen die Gleichungen des § 53 bestehen. Für feste Körper 
sind Xn = ?)n = 3« = 0; wenn wie gewöhnlich die Verschiebungen 
von einem spannungslosen Zustande aus gerechnet werden, und für 
beliebige homogene Körper sind in allen Punkten m die Elasticitäts- 
axen parallel und Klammersummen gleichen Ausdrucks von gleichem 
Werth. 

§ 56. Körper mit ElABtioitätsazen. Zweite Ableitung. 

Wir haben hier auf Grund der Gleichungen des § 54 genau 
ebenso zu verfahren, wie im vorigen Paragraph auf Grund derjenigen 
des § 53. 
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Siebenter Absduiiti — §§ 66, 67. 



(1) 



(2) 



Denkt man sich die x-Axe parallel einer Elasticitatsaxe bei m 
gelegt, so ergeben sich aus § 54, (6) — (8) mit n = a; 

{X, = (1 + x.)(dc, - i,) + x,(Aa^. + yy{AxAf% 

+ 0,{AxA0^%, 

Yx = Vx ßx — 6ar) + 9xyiAX Af)^, 

Za:^ Zx (3£x — &r) + 9.x (Ax Az% . 

Auch hier sind die Spannungen auf Flächenelemenle senkrecht zu 
Elasticitätsaxen vor Eintritt der Verschiebungen Normalspannungen. 
Kommen zwei zu einander senkrechte Elasticitätsaxen bei m 
vor, so legen wir denselben die a;-Axe und y-Axe parallel und er- 
halten neben (1) die folgenden Gleichungen 

(Xy = Xy (2)y " l^y) + fl^^y (A^ Ax')y , 

r, = (1 + yy){% - n,) + ^x(Ay A:^)y + yy{Af)y 

+ s,{AyA^y, 

Zy = S5y {% - riy) + Qy, (Aj/ A^)y . 

Existiren schliesslich drei zu einander senkrechte Elasticitäts- 
axen bei m, und legen wir denselben die drei Coordinatenaxen 
parallel, dann entstehen neben (1), (2) noch die weiteren Be- 
ziehungen: 

rx, = X, (3. -V)+ g,x{AzAa?\, 

Yz = y, (3x -i.)+ 9y. (A^ Ay% , 

Z,=^{\+ ^,)(3. - V) +'x,{AzA:^\ + yy(AzAy^. 

+ ^,(A^),. 

Für Flächenelemente beliebiger Normalenrichtungen n bleiben 
die Gleichungen des § 54 bestehen. Bezüglich fester Körper und 
beliebiger homogener Körper gilt das am Schlüsse des vorigen 
Paragraphen Gesagte. 



(3) 



§ 57. Beliebige isotrope Körper. Erste Ableitung. 

Ein Körper heisst hinsichtlich eines seiner Punkte m isotrop^ 
wenn alle durch m gehenden Geraden Elasticitätsaxen sind, wenn 
also vor den betrachteteten Verrückungen die auf m wirkenden 
Punkte in Bezug auf jede durch m gelegt« Gerade nach Ort, Masse 
und Kraffcgesetz symmetrisch angeordnet waren (§ 55). Im Folgen- 
den wird vorausgesetzt, dass wenigstens für die in Frage kommen- 
den Punkte eines Körperelements bei m Isotropie bestehe. Der 
Punkt m lag vor den Verrückungen bei Xy y, z und liegt nach den- 
selben bei a? + I, y + 1?, ^ + & Etwaige Unstetigkeiten sind nach 
8, 13, 21 zu behandeln. Ein Körper kann in obigem Sinne nie 
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bis zu seiner Oberfläche isotrop sein, doch lassen sich die even- 
tuellen Wirkungen der nach Aussen fehlenden Punkte durch Ober- 
fiächenkräfte ersetzen. 

Da für alle Punkte unseres Körperelements bei m je drei zu 
einander senkrechte Gerade Elasticitätsaxen sind, so gelten sämmt- 
liche Gleichungen der zwei letzten Paragraphen für beliebige Rich- 
tungen der Coordinatenaxen. Da femer die wirkenden Punkte be- 
züglich jedes durch m gelegten Schnittelements gleich angeordnet 
waren, so haben wir nach § 52 

*« ^'^ {)y '^^ ijz =** r , 

(1) ll„ = Ky=L,= J, 

i» = IJy «= S» •= It. 

Die erste Gleidiung zeigt, dass vor den betrachteten Verrückungen die 
Spannungen aller dem Punkte m anliegenden Flächenelemente gleich 
grosse Normalspa/nnungen waren. Wir konnten hierauf schon aus 
§§ 55, 56 schliessen. In (1) ist Ix zunächst als Bezeichnung auf- 
zufassen. Wenn jedoch angenommen wird, dass ausser Entfernungs- 
änderungen der Körperpunkte nur Temperaturänderungen die Span- 
nungen beeinflussen, so hat man x als die während der Verrückungen 
eingetretene Temperaturänderung bei m anzusehen (§ 52). 

Wir fassen nun zunächst die in §§ 53, 55 erlangte Annäherung 
ins Auge. In den dortigen Gleichungen gilt die symbolische Be- 
zeichnung 

(2) (A:^ Aj^A^)„ = -L 2'm2'ni^(An) ^^^'- 



n 



und wegen gleicher Anordnung der wirkenden Theilchen bezüglich 
jedes durch m gelegten Schnittelements sind von gleichem Werthe 

(3) (Aa;% = (Ay»), = (A A = F, 

(4) (Aa;Ay% = (i^xAg^ = (Ay A^)^ = (Ay Aa^), = (A^Aa;«), 

Es ergeben sich also aus § 55 mit der abkürzenden Bezeichnung 

(5) . p = P-\-It-6<o 

die Spannungen auf Flächenelemente der anfönglichen Normalen- 
richtungen X, y, z 

X.=^{F- a)x. -p, Y,=={F- G)yy -p, 

Z, = {F—G)e,-p, 

(7) Xy = F« = Ggxy, Tt = Zy = Ggy,, Zx = Xz '^ Gg,x . 

Durch Substitution dieser Xx, Xy, X, in die erste Gleichung § 35, 
(2) entsteht 



(6) { 
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Xn — » G[2a:» cos (nx) + g,^ cos (ny) + g^, cos (üjet)] — |> cos (nx) 

+ (F— 36?>,cos(na?), 

oder mit Rücksicht auf § 23, (3) die erste der folgenden Gleichungen, 
während die beiden andern in ganz analoger Weise ans den zwei 
letzten Gleichungen § 35 , (2) hervorgehen. 

Xn = Ggnx — p cos (nx) + (F — 3G)Xx cos (na?), 

(8) Yn = Ggny - p cos (ny) + (F - 3G)yy cos (ny) , 
Z^ = Ggn, — p cos (nz) + (F — 3G);?, cos {n») . 

MultipHcirt man hier der Reihe nach mit cos (sx\ cos (sy\ cos (se) 
und addirt, so ergibt sich wegen § 33, (2) und § 23, (4) für das 
Flächenelement der anfänglichen Normalenrichtung n die Componente 
der schliesslichen Totalspannung R^ in beliebiger Richtung s 

Sn == Ggng — p cos (ns) + (i^ — 36r)ra;x cos (nx) cos (sx) 

(9) + Vv cos (ny) cos (sy) 

+ iE?, COS (ns) cos (s£r)J . 

Specielle Fälle dieser allgemeinen Formel bilden die Gleichungen 

(6)-(8). 

Da die Coordinatenaxen beliebige zu einander senkrechte Rich- 
tungen erhielten, so haben wir nach (7) allgemein 

(10) fiirsj_n, Sn = Ggn.. 

Soll (9) für beliebige rechtwinklige n, s das gleiche ResuUat liefern, 
so muss sein: 

(11) JP=3G, 

und damit folgt die für beliebige n, s gültige Beziehung 

(12) Sn = GgnM —p cos (ns) . 

Dieselbe liefert mit s = n wegen ynn "= 2n„ die Normalspannung 

(13) N, = 2Gnn-p, 

und mit s == x, y^ a die Gomponenten yon Bn in den Richtungen 

Xn = Ggnx —p cos (nx) , 

(14) Yn = Ggny — p cos (ny), 

Zn = Ggn* — p cos (nis) . 

Hieraus folgen dann wieder mit n=^ x^y^z 

(15) X^ = 2Gxx'-p, Yy = 2Gyy'-p, Z, = 2Gz,—p, 

während die Gleichungen (7) ungeändert bleiben. Auf (14) hätten 
wir auch aus (8) und auf (15) aus (6) oder (13) schliessen können. 
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Durch Addition der drei letzten Gleichungen ergeben sich noch mit 
Rücksicht auf (5) 

(16) Q = 2G(o - 3p =5001 - 3(P + Jr), 

(17) JP = l(P + e^r-f), 

sodass wir p durch die Spannungen oder Verschiebungen ausdrücken 
können. 

Aus (12) folgt allgemein 

(18) Sn = N,, Gns = Sn + Ns=28n, 

es lassen sich also, tote atich schon aus (7) oder (10) folgt, mit der hier 
erreichten Annäherung alle Spannungen als Potentialspannungen an- 
sehen, wir hätten die Ableitungen nach Feststellung der Gleichung 
(14) abbrechen und auf die Beziehungen des § 49 verweisen können, 
welche für beliebige isotrope Körper mit p nach (5) oder (17) 
Gültigkeit erlangen. Die Gültigkeit besteht so lange, als etwaige 
Aenderungen des nach (4) nur vom Anfangszustand abhängigen 
Gleitungscoefficienten O gegen diese Grösse selbst verschwinden. 
Da nach (10) ö„, und gns für die gleichen zu einander senkrechten 
n, 5. verschwinden, so stimmen die anßnglichen Bichttmgen der Funkte, 
für welche die Hauptverschiebungen eintreten, mit den anfänglichen 
Normälenrichtungen derjenigen Flächenelemente Hierein, welchen die 
Hauptspannungen entsprechen. Speciell für Potentialverschiebungen 
bestehen die Gleichungen (13) bis (18) des § 49. 

§ 58. Beliebige isotrope Körper. Zweite Ableitung. 

Das zu Anfang des § 57 und bezüglich der dortigen Gleichungen 
(1) Gesagte behält auch hier Gültigkeit. Im Weiteren haben wir 
jedoch von den Formeln der §§ 54, 56 auszugehen. Für diese be- 
steht die symbolische Bezeichnung 

(AiC«Ay*A;^)n 



(1) 



1 ^ ^ ^7^VA*.^ F{An)--i l Ax^Ay'Az' 



n 

n 



sodass wegen gleicher Anordnung der wirkenden Punkte bezüglich 
jedes durch m gelegten Schnittelements nun gleichwerthig sind 

(2) (Ax% = (Ay«), = (A^«). = K, 

{Ax Ay^% = (Ax Az'% = (Ay A^^ = (Ay Ax'% 

= (A;^ Ax% == (A^ A«/2), = H. 

Während bei der im vorigen Paragraph erlangten Annäherung F, 
G von F{An) und i unabhängig waren, sind letztere Grössen auf 
K, H von Einfluss. 

Weyrauch, Theorie elastischer Körper. 10 



(3) 
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(6) 



(7) 



Aus § 56 ergeben sich mit (2) (3) und den abkürzenden Be- 
zeichnungen 

(4) p^P+Js — Hat, 

(5) 2G — 2fi— P — cTr, 

die Spannungen auf Flachenelemente der anfönglichen Normalen- 
richtungeu Xy y, ß 

X« = (20 + Z — ^B)x^ - p, 
Fy = (2G + 5:-35)yy— p, 
l Z, = (2(? + ^- 3if>, — p, 
(Xy = Hg.y - (P + Jr)a;y ; F. = Iffir^y - (P + J"^)?/., 
r, = Sflr,. - (P + ^^)y., Zy = SfiTy. - (P + e^i^)^y, 
l Z^ = ir(7.:r - (P + Jr)z^, X, = J3fir.x — (P + J^)^z' 
Durch Substitution vorstehender 2«, 3^, X, in die erste Gleichung 
§ 35, (2) erhalten wir 

Xn = H\2x^ cos (nx) + gr^y cos (ny) -Y 9*x cos (w;ef)] 

— (P + Jr) [a^a, cos (wa;) + ^y cos (ny) + ic, cos (nz)^ 

— 1? cos (wa;) + (-2" — 3ir)Xx cos (wa;) , 

und mit Rücksicht auf § 21, (2) und § 23, (3) die erste der fol- 
genden Gleichungen, während die beiden anderen in ganz gleicher 
Weise aus § 35, (2) hervorgehen. 

Xn = Hgnx — (P + J'^)^n — P COS (flx) 

+ (^ — dH)Xx cos {nx)y 

Yn = Hgny — (P + J'^)yn —p COS (nj/) 

+ (jr-3fi)yyCos(ny), 

^Zn = Hgn» — (P + Jt)0n — P COS («^) 

+ (ir— 3ir);ef,cos(ni8f). 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit cos {sx)y 
cos (sy)y cos {sß) und addirt, so ergibt sich bei Beachtung von § 4, 
(8) und § 23, (4) für das Plächenelement der anfanglichen Nor- 
malenrichtung n die Gomponente der Totalspannung Rn in belie- 
biger Richtung s 

'Sn = Hgns — (P + Jr)Sn —p COS (ns) 

+ (JC — 3II)\Xx cos (na;) cos (sx) 

-f yy cos (ny) cos (sy) 

-|- j», cos (nj2f) cos (si8)\ . 

Specielle Fälle dieser allgemeinen Beziehung bilden die Formeln 
(6)-(8). 



(8) 



(9) 
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(10) 



Die Componente der Totalspannung 22« des Flächenelements 
der anfänglichen Normalenrichtung s in der Richtung n ist nach (9) 

Ns = Hgm — (P + Jr)n^ — p cos (ns) 
+ (JE" — 3II)\Xx cos (nx) cos (sx) 

+ yy cos (ny) cos {sy) 

+ Zg cos (W;8?) cos (5j2f)l . 

Durch Addition der beiden letzten Gleichungen entsteht mit Bück- 
sicht auf (5) und gns = Sn + w, 

Gns = Sn + N, = 2Ggns — 2p cos (ns) 
+ 2(Z' — 3H)\xx cos (nx) cos (sa;) 

+ yy cos (ny) cos (sy) 
+ 0g cos (n;8?) cos (5^)] , 
und durch Addition der zwei ersten Gleichungen (7) 

Gns = 2Ggxy. 
Da aber die Coordinatenaxen beliebige zu einander senkrechte Rich- 
tungen erhalten haben^ so ist allgemein 

(11) fürsJ_n, Gns = 2Ggns. 

Soll (10) für beliebige rechtwinklige n, s das gleiche Resultat liefern, 
dann muss sein 

(12) K=3H, 

und damit folgen aus (10) (9) die für ganz beliebige n, s gültigen 
Beziehungen 

(13) Gns = 2Ggns — 2p cos (ns) , 

Sn = Egns — (P + Jf^)Sn — i> COS (fis) 
= 2GSn — S(Sn — fls) — p COS {tis) . 

Aus (14) erhält man mit s = n die Normalspannung 

(15) Nn^2Gnn-p, 

und mit s = x,yy0 die Componenten von Bn in diesen Richtungen 

Xn = Hgnx — (P + J'^)^n — P COS (flx) , 

Yn = Hgny — (P + Jt)yn — p cos (ny) , 
Zn = Hgnz — (P + Jr)0n — P COS (nz) . 

Hieraus folgen wieder mit n =^ x,y,0 

(17) X^ = 2Gx,—p, Yy=2Gyy-p, Zg = 2G0, — p, 

während die Gleichungen (7) ungeändert bleiben. Auf (16) hätten 
wir auch aus (8) und auf (17) aus (6) oder (15) schliessen können. 
Die Formeln (16) und (7) lassen sich mit Rücksicht auf den zweiten 



(14) 



(16) 



10' 



148 Siebenter Absclinitt. — §§ 58, 69. 

Ausdruck (14) noch anders als oben schreiben. Durch Addition 
der drei letzten Gleichungen entstehen bei Beachtung von (4) 

(18) Q = 26?o — 3i) = {pH - P — Jr)(D — 3(P + Jx), 

no^ ., _ 2g(P + Jx) - H Q _ AG(H-^G)^ HQ 

K.^^) P— t^H—P + Jz' ~ 2G + SH ' 

womit p auch durch die Spannungen ausgedrückt isi 
Da nach (14) 

Ns = Hgn, — (P + Jr)ns — p cos (ns), 

so haben wir nur dann JV, = Sn und Fotmtialspannungen, wenn ent- 
weder ns == Sn ist und also ein Potential der Verschiebungen existirt 
oder P -{- Jx gleich Null gesetat werden kann oder schliesslid^ die mit 
P + Jr multiplicirten Glieder zu vernachlässigen sind. Dagegen ver- 
schwinden nach (11) Gn» und gn$ für die gleichen zu einander senk- 
rechten n, Sy so dass wie bei der vorigen Ableitung die anfänglichen 
Richtungen der Punkte^ für welche die Hauptverschiebungen eintreten, 
mit den anfänglichen Normalenrichtungen derjenigen Flächenelemente 
übereinstimmen, welchen die Hauptspannu/ngen entsprechen. Für Poten- 
tialspannungen gelten mit p, G nach (4); (5) die Gleichungen des 
§ 49, welcher auch die speciellen Formeln fiir Potentialverschiebungen 
enthält. Selbstverständlich bestehen alle abgeleiteten Beziehungen 
nur so lange, als die Aenderungen von G und H gegen diese 
Grössen selbst verschwinden. Für P = 0, Jx = hat man H = G 
und stimmen dann die Formeln dieses und des vorigen Paragraphen 
bis auf den Ausdruck für G überein. 

§ 59. Isotrope feste Körper. 

Für feste Körper sollen ^vie in §§ 47, 49, 50 die Verschiebungen 
von einem Zustande aus gerechnet werden, in welchem alle Span- 
nungen gleich Null sind. Wir haben es hier speciell mit isotropen 
festen Körpern zu thun. 

Erste Ableitung. Es gelten die Gleichungen des § 57 oder 
§ 49 mit 

(1) P = 0, |, = Jr-ö(D = -|^r--|. 

Wesentliche Vereinfachungen treten nicht ein. Die folgenden Be- 
ziehungen sind im Hinblicke auf da& Bedürfniss gegeben, G und J 
experimentell zu bestimmen. 

Da G, J nur von der anzüglichen Gruppirung der Punkte 
abhängen, so kann man von beliebigen Verschiebungen ausgehen. 
Es möge beispielsweise 

(2) für Fy = Z, = und r = X^ = Ex^ 
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bezeichnet sein; dann folgt aus § 57, (15) 

l = i?_ * 



E X, 

Weil aber im vorliegenden Falle nach (1) 

ß ^. 

SO liefert die vorhergehende Gleichung 

(3) G^\e. 
Setzen wir femer 

(4) für ^x= Yy = Z, = 0, Xx = yy = 0z = at, 
so ergiebt sich aus (1) und § 57, (15) 

p J 



2G bG ^ 

das heisst 

(5) J=5Ga = 2Ea. 

Direct lässt sich J bestimmen, wenn man 

(6) für x:, = yy^is, = X;,= Yy = Z, = Nn = Jt 

misst. 

Die Beziehungen (3), (5) folgen noch schneller durch Ver- 
gleichung von (1) mit dem für Potentialverschiebungen in § 48 auf 

Grund der Erfahrung erhaltenen Werthe 

« 

T 2G B —2 j. Q 



8—2 fi +1 c-fl' 

worin bei der obigen Bedeutung von JE, a 

ist. Sollen beide Ausdrücke für p übereinstimmen, so müssen r 
die Temperaturänderung und 

6 = 4, J=5Ga = 2Ea 

sein. In §§ 47, 48 wurden Ey G, J, % als Elasticitätsmodul , Glei- 
tungscoefficient, TemperaturcoefQcient und Ausdehnungscoefficient 
bezeichnet. 

Zu beachten ist, dass sich die vielumstrittene Beziehung (3) 
hier ohne Annahme einer continuirlichen Materie ergab, welch^ 
letztere Anschauung schon Lame im Gebiete der Elasticitätslehre 
als unberechtigt verworfen hat. 

Zweite Ableitung. Es bestehen die Beziehungen des § 58 mit 

(7) P = 0, 2G = 2H — Jt, 



150 Siebenter Abschnitt. — § 69, 60. 

Aucli hier treten keine wesentlichen Vereinfachungen gegenüber 
den Formeln für beliebige isotrope Körper ein. 

Ein wesentlicher Unterschied gegenüber der vorigen Ableitung 
besteht darin, dass jetzt der Gleitungscoefficient G von i, t abhängt 
und also je nach Umständen verschieden sein kann. Auch H wird 
nach § 58; 3 durch das schliessliche i beeinflusst. Speciell für 
Fy = Z« = und r = erhalten wir, wie oben vorgehend, 

Aber selbst hierin ist H und damit E direct von dem ungeändert 
gebliebenen Iq abhängig, während im vorigen Falle i^ für E nur 
indirect insofern in Frage kam, als es die Gruppirung der Punkte 
im spannungslosen Zustande beeinflussen konnte. 

Die Grösse J ist wie bei der ersten Ableitung ausgedrückt, 
hängt also nur von der anfänglichen Gruppirung der Punkte ab 
und lässt sich nach (6) bestimmen. Wollte man auch wie oben 

für Xa, = Fy = Z, = iPx = J/y = ^« = «r 

setzen, so würde nach (8) mit § 58, (17) 

Jt p 

= :rT7 = ar. 



bH — Jz 2G 
das heisst 

1 + «T ' 

worin aber H selbst vom schliesslichen i abhängt Dagegen muss 
der Ausdruck rechts im Ganzen während der Verschiebungen 
Gonstant sein, so lange J als unveränderlich gilt. 

Bei allen festen Körpern ist a ein sehr kleiner Werth (für 
Eisen etwa 0,000012, für Glas 0,0000086), so dass angenähert 

J=5Ha. 

Hiernach ist wieder J sehr klein gegen H und vernachlässigt man 
demgemäss in (7), (8) die mit J behafteten Glieder, so folgen 

Q =^ Hy jp = Jr — Qm = — - J^r — y , 

welche Beziehung mit (1) übereinstimmt, nur dass Q von anderem 
Ausdrucke ist und etwas vom schliesslichen i abhängt. Vernach- 
lässigen wir consequenter Weise auch diesen Einfluss und lassen 
in § 58 die mit Jx und einer Verschiebung multiplicirten Glieder 
weg, so stimmen für isotrope feste Körper die Gleichungen beider 
Ableitungen überein und alle Spannungen werden Potentialspan- 
nungen. Für technische Zwecke genügen die Beziehungen der ersten 
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AbleituDg immer, und bei Verwendung der bisherigen experimentellen 
Ergebnisse ist überhaupt eine grössere Genauigkeit als die dort 
erzielte nicht erreichbar. Dagegen dürfte die zweite Ableitung über 
manche Abweichungen Aufschluss geben, welche gegenüber den 
Resultaten der ersten Ableitung auftreten. 

§ 60. FlÜBBigkeiten. Aether. 

Die Flüssigkeitsbewegung bei einem Flüssigkeitspunkte m kann 
nach den für isotrope Körper gültigen Beziehungen der §§ 57, 58 
jedenfalls nur dann beurtheilt werden, wenn vor Eintritt der Ver- 
schiebungen die Spannungen für alle m anliegenden Fl'ächenelemente 
gleich gross sind (§ 57) und während derselben die Aenderungen 
von Gy H gegen diese Grössen selbst verschwinden. Da letztere 
Bedingung für Bewegungen in einem Zeitelemente dt immer zu- 
trifft, so lässt sich vermuthen, dass die in §§ 45, 46 gefundenen 
Beziehungen für vollkommene Flüssigkeiten und reibende Flüssig- 
keiten auch aus den Formeln der §§ 57, 58 hervorgehen , weil für 
alle einem Punkte anliegenden Flächenelemente der Druck bei 
ersteren immer von einerlei Werth ist, bei letzteren aber wenigstens 
bei Bewegungen vom Gleichgewichtszustande aus. In § 50 ist denn 
auch die betreffende Specialisirung für Potentialspannungen gezeigt 
und solche kommen nach § 58, (14) bei unendlich kleinem (P + Jr)dt 
allein vor. 

Es handelt sich jetzt noch um endliche elastische Verschie- 
bungen isotroper Flüssigkeiten. Wir beschränken die Untersuchung 
auf Fälle, in welchen 

(1) z.= ry = z, = JVn=-i>, 

(2) x, = x = z.= 2; = o 

gesetzt werden können. Da die Componente der Totalspannung Bn 
eines Flächenelements der anfänglichen Normalenrichtung n in be- 
liebiger Richtung s nach der ersten Ableitung § 57 mit (7n3==5„ + n, 

Sn = Ggns — P COS (fis) 

und nach der schärferen zweiten Ableitung in § 58 

Sn = 26? Sn — S(Sn — W,) — p COS (ws), 

SO wird mit der Annahme (1), (2) vorausgesetzt, dass in vorstehen- 
den Ausdrücken die mit Verschiebungen behafteten Glieder ver- 
schwindende Grössen gegenüber S» sind. Dies trifft z. B. zu im 
ersten Falle für G = und Sn = w, (Potentialbewegung), ohne dass 
diese Bedingungen jedoch nöthig wären. 

Fasst man eine unendlich kleine Bewegung ins Auge und be- 
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zeichnet durch V das anfangliche specifische Volumen bei w, so 
folgt aus dem der ersten Ableitung entsprechenden 

p = P + «7r — öo, 

miip- P = dP, G}V=dV 

VdP = JVdx — GdV. 

Das MarioUe- Gay -lAiSsac' sehe Gesetz PF=B(a + 0, in welchem 

Hy a Constante und t die Temperatur nach Celsius bedeuten^ gibt 

speciell für Gase 

VdP = Rdt—PdV, 

es wären also in diesem Falle 

JV=R, G^ = P, dt = dt, 

und bestätigt sich; wie schon bei festen Körpern, dass r die Tem- 
peraturänderung ist. Nach der zweiten Ableitung tritt nur H an 
Stelle von G, 

Man nimmt an, dass der fireie (interstellare) Äether ein homo- 
gener isotroper Körper ist, welcher elastische Schwingungen fort- 
pflanzt, ohne sich dabei zu erwärmen. Die Wechselwirkung der 
Aethertheilchen soll nur von ihren Massen und Eutfemungen ab- 
hängen, TT = sein. Ist diese Voraussetzung bei m erfallt, dann 
gelten nach der ersten Ableitung die Gleichungen des § 57 mit 

p = p - ÖCD = ~ (2P — Q) 

und nach der zweiten diejenigen des § 58 mit 

Setzt man den Druck im ungestörten Zustande P = 0, so ergeben 
sich die Gleichungen, welche bei r = für isotrope feste Körper 
bestehen. 



VIII. Abschnitt. 
Bewegungsgleichuiigeii. YerscMebungsarbeit. 

Nachdem uns die UntersuchungeD der zwei letzten Abschnitte 
zu Beziehungen zwischen Spannungen und Verschiebungen oder 
Verschiebungsgeschwindigkeiten fester und flüssiger Körper geführt 
haben ; können die gefundenen Ausdrücke in den für beliebige 
Körper früher entwickelten Gleichungen Verwendung finden. Be- 
züglich der Bewegungsgleichungen für Körperelemente und des 
Ausdrucks für die Verschiebungsarbeit soll die fragliche Speciali- 
sirung hier vorgenommen werden. Weitere Untersuchungen werden 
sich anschliessen. Die Resultate gelten natürlich nur so lange wie 
die erwähnten Beziehungen, also im Allgemeinen für gegen 1 yer- 
schwindend kleine Verschiebungen, und bei festen Körpern, so lange 
wir unter der Elasticitätsgrenze bleiben (§ 51). 

§ 61. Beliebige Körper. 

Ein Körper bewege sich hinsichtlich eines beliebig bewegten 
Coordinatensystems. Für ein Element der Masse [idK, welches 
bei der Abgrenzung parallelepipedische Form, Kanten dx, dy, dz 
vom Körperpunkte m (x, y, z) aus in den Richtungen x, y, und 
also das Volumen dK= dx dy dz hatte, seien zur Zeit t die speci- 
fischen Massenkräfte und Beschleunigungen hinsichtlich unseres 
Coordinatensystems in den Richtungen x, y, z durch X, F, Z und 
Pxj Vyj V» bezeichnet. Dann bestehen nach §§ 11, 35 zur Zeit t 
die folgenden Gleichungen 



(1) 



dx 


+ 


dX 
dy 


+ 


de 


dx 


+ 


dy 


+ 


dz 




+ 


dZ 
y 


+ 


7^» 






Multiplicirt man dieselben der Reihe nach mit cos(sa;), co8(sy), 
cos(5;ei), addirt und setzt 
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(2) p, = px cos (sx) + Pf cos (sy) + p» cos (ss) , 

(3) S = X cos (äj?) -f- y cos (sy) + -Z'cos (se), 

womit p, die Acceleration und S die specifische Massenkraft unseres 
Theilchens in der beliebigen Richtung s bedeuten, dann erhält man 
wegen § 3, (5) und § 33, (2) die allgemeinere Bewegungsgleichung 

dS^ 38^ dS^ 

welche beispielsweise mit s ^^ x, y^e die Beziehungen (1) liefert. 

Speciell für Potentialspannungen lässt sich die Gleichung (4) auch 

schreiben 

dX^ dY^ dZ^ 

welche Form selbstverständlich ebenfalls auf (1) führt. 

Erste Auffassung. Nach der in § 11 gegebenen ersten Auf- 
fassung der Bewegungsgleichungen bedeuten x, y^ b ^e augen- 
blicklichen Coordinaten der Eorperpunkte und fi die augenblickliche 
Masse der Yolumeneinheit. Die Spannungen sind im Sinne des 
§ 3 aufzufassen, das Massenelement hat man sich zur Zeit t ab- 
gegrenzt zu denken. 

Die Beziehungen (1) bis (5) bestehen für jedes Theilchen fi dK 
zu jeder Zeit t. Fassen wir yerschiedene solcher Theilchen zu ver- 
schiedenen Zeiten ins Auge, so werden die Geschwindigkeiten ti, v^ 
w wie alle andern in den Formeln auftretenden Grossen Functionen 
von X, y, e, t Die vollständige Aenderung der Geschwindigkeit u 
eines Theilchens im Zeitelement dt drückt sich also aus 

d„ = _ df _|_ ^^^dx + j^dy + g- de, 

worin dXy dy, dz die Wege des Theilchens in den Richtungen. 
Xy y, z während der Zeit dt bedeuten. Da hiernach 

dfrc = M dt^ dy = v dt^ dis =^w dt, 

so liefert die darüberstehende Gleichung die erste der folgenden 
Beschleunigungen, während sich die beiden anderen in ganz analoger 
Weise ergeben. 

^ du du , du I du t du 



(6) 



dt dt *^ dx *^ dy "^ dz 
dv dv , dv , dv , dv 

dw dw . dto , dw , dw 

li»^ = ^ = -^T + ^»^ « + ä;7 «' + -äi «'• 



dt dt *^ dx *^ dy ' de 

Führen wir noch die Geschwindigkeit unseres Massenelements in 
der beliebigen Richtung s ein 
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(7) s = w cos (sx) + V cos ($y) + f^ cos (s0), 

dann folgt aus (2), (6) für j9, in (4) die Fonnel 

welche die Gleichungen (6) mit enthält. 

Als Yerschiebungsarbeit im Zeitelement dt haben wir nach 
§ 42; (7) mit den Bezeichnungen des § 28 für einen beliebigen 
Körper oder Körpertheil 

(9) dD = dtf(X,u,+Y,Vy + Z,w, + X,y,y+ Y,Y,, + Z^y.:,)dK 

Das Integral ist auf alle Elemente dK auszudehnen. 

Zweite Auffassung. Nach der in § 35 eingeführten zweiten 
Auffassung der Bewegungsgleichungen beziehen sich die Goordinaten 
Xj ify der Eorperpunkte und die Masse fi pro Volumeneinheit auf 
eine beliebige Zeit t^. Die Spannungen hat man im Sinne des 
§ 33 aufzufassen und das Körperelement zur Zeit i^ abgegrenzt 
zu denken. 

Zur Zeit t des Bestehens der Gleichungen (1) bis (5) hat das 
Massenelement nicht mehr parallelepipedische Form und ist nach 
a?+5, y + ^; ^ + 5 gelangt, wobei J, ly^ g beliebig grosse Func- 
tionen der anfanglichen Goordinaten x, y, bedeuten. Die Be- 
schleunigungen in (1) aber drücken sich jetzt nach § 35 aus 

fACW _^_^ _dv _d^ _?!?_?ü 

(^W) px— g^ — ^^8, Py — -^Y — ^ti7 P*~ dt ~ dt^ ' 

Wenn ferner für unser Theilchen in der beliebigen Richtung s 
(11) <J = 5 cos (sx) -|- V cos (sy) + t cos {s^) 

den Weg von t^ bis t und s die Geschwindigkeit zur Zeit t be- 
deuten, so folgt aus (2) mit (10) 

(12) ^' = ä* = äF- 

Als Yerschiebungsarbeit Ton t^ bis t haben wir nach § 41 für einen 
beliebigen Körper oder Körpertheil 

(13) D^f^dK, 

worin alle Elemente dK zu berücksichtigen sind und 

n4\\^='f{^xdXx + Yydyy + Z»dz» + XydXy + Y^dy^ + Y^dy, 
\ '° + ZydZy-^- ZxdZx+X,dx») 

die specifische Verschiebungsarbeit bei m bedeutet. 
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§ 62. Die Continnititogleiohimg. Condensation. 

Für irgend ein bestimmtes Massentheilchen sei <i die positive 
oder negative Zunahme der specifischen Masse pro anfanglicher 
Masseneinlieit derselben and damit bei constanter Acceleration g 
auch die Zunahme des .specifischen Gewichts pro anfanglicher Ge- 
wichtseinheit des letzteren. Bezeichnet dann wie früher % die 
Dilatation unseres Theilchens vom An&ngsvolumen F» und der 
anfanglichen specifischen Masse fi, dann besteht der constanten 
Gesammtmasse wegen die Beziehung 

(1) (l + ff)(l-{-x) = l. 

Wir werden dieselbe in ihren verschiedenen Formen C(n^wa,iUUs- 
gleichung nennen^ wahrend 6 CkmdensaHan heissen mag. Für Ver- 
schiebungen der hier allein interessirenden Art ist 1 -f' ^ ^^^id 
damit auch 1 -|~ ^^ durch §27,(8) bestimmt Ist x gegen 1 ver- 
schwindend klein, dann gilt nach (1) das Gleiche für ö und wird 
öx eine kleine Grosse zweiter Ordnung. Darf also x = ci gesetzt 
werden (§ 32), so lautet die Continuifötsgleichung 

(2) a, + <. = 0, a, = _. = |i + |l + ||. 

Mit diesem Falle haben wir es im Folgenden zu thun. Für in- 
compressible Körper wären ö, a gleich Null. 

Erste AufEassung. Es handle sich um die erste Auffassung 
der Bewegungsgleichungen und Spannungen. Dann beziehen wir 
in (2) den Anfangszustand auf die Zeit t und haben für das Zeit- 
element dt 

(3) ^"""^' a=-Qdt, 
unter 

^^ ^ dx^ dy^ dz 

die Dilatationsgeschwindigkeit verstanden. Die Contunitatsgleichung 
lautet also 

(5) rf,» + fto, = 0, ^ + ^p = 0. 

Da sich die Ooordinaten Xy y, ß unseres Theilchens fortwährend 
ändern^ so wird fi von x^ y, 0, t abhängig, wir erhalten 

worin dx^^uät^ dy=^vdty de = wdt die Wege des Theilchens 
in den Richtungen Xy y, e für die Zeit dt bedeuten. Daher ent- 
steht aus (5) 
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und hieraus durch Addition der mit fi multiplicirten Gleichung (4) 

W '^ + ^^ + ^ + '-^ = 0- 

Die speciellen Formen (6), (7) von (2) werden gewöhnlich (für 
Flüssigkeiten) als Continuitätsgleichung bezeichnet und wie folgt 
abgeleitet. 

Man denke sich zur Zeit t Ton m (a?, y, z) aus ein parallelo- 
pipedisches Volumenelement der Kanten dx, dy, dz abgegrenzt 
und sehe zu, wie sich die Masse in diesem bestimmten Räume 
während der Zeit dt unter der Voraussetzung ändert, dass der 
Raum vom betrachteten Körper eingenommen bleibt. Es tritt in 
den Richtungen 

X y z 

ein die Masse 

^dydz * udt, ^idzdx ' vdt, ^dxdy'wdt. 



aus die Masse 



Ifiw + -^— dz) dxdydt 



Durch Subtraction der drei letzten Ausdrücke von den darüber stehen- 
den und Addition der Reste erhält man die ganze Zunahme der 
Masse in unserm Räume 

Diese Zunahme kann man aber auch ausdrücken 

m 

Durch Gleicbsetzen entsteht (7) und dann mit Rücksicht auf (4) 
auch die Gleichung (6). 

Zweite Anffassung. Handelt es sich um die zweite Auffassung 
der Bewegungsgleichungen, dann beziehen wir in (2) den Anfangs- 
zustand auf die Zeit t^. Zur Zeit t seien die Condensation 6 "und 
Dilatation co erreicht. Da nun die Coordinaten Xj y, z der Massen- 
elemente den Anfangsorten entsprechen, so erhalten wir aus (2) 
für ein bestimmtes Massenelement der constanten x, y, z wegen 
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Diese Gleichung können wir mit Rücksicht auf (2) auch schreiben 

^^^ dt~ ct~ dtcx'^'dtdy'^ dtdz 

oder, da die Reihenfolge der Differentiation gleichgültig ist, bei Be- 
achtung von § 35y (3) 

x-^x dm do^ du y dv , dw 

K^^) Ji~ dt ~ dx '^ dy ^ dz '^ ^' 

Man hat nun (9) oder (10) als Continuitatsgleichung für die zweite 
Auffassung der Bewegungsgleichungen anzusehen. Die Form (2) 
ist beiden Auffassungen gemeinsam. In § 28 wurde q als Dilata- 
tionsgeschwindigkeit bezeichnet, nach (2) kann man — p die Coti- 
densationsgeschwindigTceU nennen. 

§ 63. Hydrodynamisohe Grundgleichimgen. 

Für yoUkommene Flüssigkeiten haben wir nach § 45 bei Auf- 
fassung der Spannungen zur Zeit t als Functionen des augenblick- 
lichen Orts 

rz, = r, = r, = Zy = z, = z, = o, 

w |x,= r, = z, = -i^. 

Damit gehen die Gleichungen (1) des yorigen § in die folgenden 
hydrodynamischen Grundgleichimgen yon Euler über 



(2) 






worin die Beschleunigungen rechts durch § 61 , (6) bestimmt sind. 
Zur Ermittelung der in (2) bei gegebenen Massenkräften auf- 
tretenden Unbekannten u^ v, w, p, fi reichen diese drei Gleichungen 
nicht aus. Als yierte Beziehung dient die in*§ 62 abgeleitete Con- 
tinuitatsgleichung 

welche sich mit ^ 

/ JN du i_ ^^ t^ dw (D 

auch schreiben lässt 
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Die fünfte Bedingungsgleichung hängt von der Natur der unter- 
suchten Flüssigkeit (Wasser, Gas etc.) und specielleren Umständen 
ab. Wird diese Gleichung mit neuen Variabein eingeführt (z. B. 
der Temperatur), so sind natürlich auch neue Beziehungen zur Be- 
stimmung aller Unbekannten nöthig. 

Soll die betrachtete Flüssigkeit als incompressibel gelten, wie 
bei den meisten Untersuchungen tropfbar flüssiger Körper, oder 
wird doch allen Elementen derselben im gegebenen Falle con- 
stantes Volumen zugeschrieben, so hat man 

m ^4-^4-^ = = 

W dx^ dy ^ dz ^ ^' 

Es genügen dann für homogene Flüssigkeiten bei vier Unbekannten 
ti, v, w, p die Gleichungen (2) und (6), für heterogene Flüssigkeiten 
bei fünf Unbekannten m, v, w, p, fi dieselben Gleichungen und 

^'^ dt dt ^ dx ^ ^ dy ^ ^ dz ^ ^• 

Für die Yerschiebungsarbeit im Zeitelement dt folgt nach 
§ 61, (3) mit Rücksicht auf Torstehende Gleichungen (1) und (4) 

(8) dB = —Jp(odK. 

Die Verschiebungsarbeit ist also nur durch die Dilatation der Körper- 
elemente bedingt. Soll der Druck in alleti Theilen unserer Flüssig- 
keit als gleich gross gelten und bedeutet V das ganze Körper- 
volumen zur Zeit ^, so entsteht mit 

dV=Ja}dK 

die Beziehung 

(9) dD^-pdV. 

Die Verschiebungsarbeit ist in diesem Falle nach § 42, (14) gleich 
der Arbeit der Oberflächenkräfte und bei constantem Gesammt- 
Volumen gleich Null. 

§ 64. Reibende Flüssigkeiten. 

Bei Berücksichtigung der Flüssigkeitsreibung ergaben sich in 
§ 46 für die Spannungen als Functionen des augenl)licklichen Orts 
u. A. folgende Beziehungen 

(1) X, = 2fu,-p, Yy = 2fvy^p, Z. = 2M— 1>; 

(2) Xy = /Vary = ^ar, Yz == fVyz = ^y, ^o: = fVzx = X, 

worin die Bezeichnungen der Verschiebungsgeschwindigkeiten den 
Festsetzungen in § 28 entsprechen. 

Kann der Reibungscoefficient f zur Zeit t in dem unendlich 
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kleinen Baume um m {Xf y, z) als constant gelten, dann folgen 
aus (1), (2) 



dX 

dx 

dX. 



8*t* dp 



dx' 



dx 



/d^u d^v \ 

dy ""^W"^»^7/' 
ax, /d^u d^w \ 

"df '^^Vä? + dxdzj' 

Durch Addition entsteht mit 

/o\ I I du . dv . dw CO 



dx 



dy 



dz 



dt 



und der symbolischen Bezeichnung 
(4) 






nach § 61, (1) die erste der folgenden Gleichungen, während sieh 
die beiden anderen in ganz analoger Weise ergeben. 



(6) 



f/-(^'«+FÖ-f-»'(l^-^). 
^('^■-+lf)-S--(lT-^). 



Diese Gleichungen mit den Substitutionen § 61, (6) treten bei 
reibenden Flüssigkeiten an Stelle der Beziehungen § 63, (2) für 
ToUkommene Flüssigkeiten. Dagegen bleibt das in § 63 bezüglich 
der Gleichungen (3) — (7) Gesagte bestehen, sodass wir wieder ebenso 
viel Gleichungen als unbekannte Functionen haben. 

Substituirt man die Ausdrücke (1), (2) in § 61, (9), dann er- 
gibt sich die Yerschiebungsarbeit im Zeitelement dt 



(6) 



dD'^dt 



f («.» + V + Ws' 

rV + Y"*"^ -?^) 2fdE-dtfpQ dK. 



+ 



Der Klammerausdruck im ersten Integral ist nach §§ 23, 28 unab- 
hängig Ton den Richtungen der Coordinatenaxen und gleich a^+ /S*+ y^, 
wenn a, /S, y die Hauptverschiebungsgeschwindigkeiten bei m zur 
Zeit t bedeuten. Die Yerschiebungsarbeit ist jetzt nicht mehr wie 
bei vollkommenen Flüssigkeiten durch die Dilatation der Eorper- 
elemente allein bedingt 



(7) 
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Speciell für Potentialbewegungen hat man 

du dv dv dw dw du 



dy dx ^ dz dy ^ dx dz ' 

und damit in (5) zufolge (4) 

(8) A^w = |^, A«t; = |^, A««c; = |?-. 

^ ^ ox^ dy ^ dz 

Für /* = gehen alle Formeln in die für vollkommene Flüssig- 
keiten gültigen über. 

§ 65. Beliebige isotrope Körper. Erste Ableitung. 

Wir gehen jetzt von der in § 61 angeführten zweiten Auf- 
fassung der Bewegungsgesetze aus und beschränken in diesem § die 
Untersuchung auf solche elastische Verschiebungen, für welche zur 
Zeit t innerhalb des betrachteten unendlich kleinen Raumes um m 
die Spannungen als Potentialspannungen und der Gleitungscoeffi- 
eient G als constant anzusehen sind, wie dies unter gewissen Vor- 
aussetzungen für beliebige isotrope Körper gilt (§§ 49, 57). Man 
hat dann 

(1) X^==2Gx^-:p, Yy = 2Gyy—p, Z, = 2G0,-p, 

(2) Xy = Ggxy = Txf y» = Ggyz = Zy, Zx = Gg^x = X,; 

worin die Bezeichnungen der Verschiebungen den Festsetzungen in 
§ 21 entsprechen. 

Aus (1), (2) folgen 

!^ = 2G^-^ 

dx dx^ dx ' 

dy \^y* dx dy ) ^ 

dz \dz^ ' dx dz / 

Durch Addition entsteht mit 

und der symbolischen Bezeichnung 

(4) ^^P^ä^ + ä^+ä^' 

nach § 61, (1) die erste der folgenden Gleichungen, während sich 
die beiden anderen in ganz analoger Weise ergeben, 

Weyrauch, Theorie elastischer KArper. 11 
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(5) o{i^'v + %)-%-f&-y). 

Die Gleichungen (5) genügen bei bekanntem Anfangszustand und be- 
kannten Massenkräften zur Ermittelung der Unbekannten, wenn p 
durch I, 1^, t mitbestimmt ist. Andernfalls ist noch eine weitere 
Beziehung nothig, welche von der Natur des betrachteten Korpers 
und anderen Umständen abhängt. 

Substituirt man die Ausdrücke (1), (2) in § 61, (14) und fuhrt 
die Integration aus, dann folgt die Verschiebungsarbeit 

t 

(6) D = fj^dK mit ^^Ge — jpdm, 

worin 

(7) e = x,' + y/ + 0.^ + ^"^' "*" ^y' '^ ^"' = a^ + 6^ + c« . 

6 ist nach § 23, (16), (17) unabhängig von den Richtungen der 
Coordinatenaxen, a, &, c sind die Hauptverschiebungen bei m. Um 
das letzte Integral in (6) ausfuhren zu können, muss eine Beziehung 
zwischen p und o gegeben sein, wir müssen wissen, wie sich von 
Beginn der Verschiebungen an bis zur Bealisirung ihrer schliess- 
lichen Werthe p mit der Dilatation o geändert hat. Für d(o = 
wäre d" = GQ. 

Speciell für Potentialverschiebungen hat man 

^ ^ dy dx' dz dy ' dx de ^ 

und damit in (5) mit Rücksicht auf (4) 

(9) A*| = |f, A^ = |J, A«§ = |J. 

Erfahrnngsformeln für feste Körper. Nach §§ 48, 50 wäre an- 
zunehmen 

(10) p^Jr-2G-^, 

worin s die Elasticitätszahl, r die Temperaturänderung^ sowie mit E 
Elasticitätsmodul und a AusdehnungscoefGcient 

der Temperaturcoefficient. Damit können wir die Beziehungen (5) 
auch ausdrücken 
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G (a*| + 



(12) 




T — 

dx 






^)> 






2 dy 



dy 

dt 



dz 



und die specifische Verschiebungsarbeit bei m 



(13) 



» 



=-G(e+j^)-jJTd<o. 



Flüssigkeiten. Die üebereinstimmung der theoretischen und 
empirischen Resultate bezüglich der elastischen Bewegungen iso- 
troper Flüssigkeiten verlangt nach § 60 in (5), (6) den Wegfall der 
mit G behafteten Glieder, womit entstehen 



(14) 



dx 


p \^ 


atv' 


dp 

dy 


-^(r- 


dt^n 


dp 

^dz 


-ft(z- 


dn\ 
dt^J' 



(15) 



d' = — J p d(o. 



Die Continuitätsgleichung ist durch Gleichung (9) oder (10) des 
§ 62 ausgedrückt. 

Beliebige Körper. Nach den theoretischen Ermittelungen in § 57 
haben wir 

(16) p^P + Jt — Gca, 

mit welchem Werthe nun die Gleichungen (5) gelten, während aus 
(6), (7) folgt 



(17) 



-^ = (? (e + !^') - Po -- jfr dm. 



Beispielsweise erhalten wir für feste Körper mit P = dieselben 
Gleichungen, welche aus (11)-— (13) mit « = 4 entstehen, wie dies 
schon § 59 zu entnehmen gestattet. 

Constante Temperatur (Aetlier). Wenn bei einem isotropen 

Körper P innerhalb des betrachteten unendlich kleinen Baumes 

constant ist (homogene isotrope Medien), dann ergeben sich aus 

(5) mit (16) für r = die Gleichungen: 

11* 
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(18) 
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(e(A.t+2||)-.(?;i-x), 
G(A', + 2|-)-,(?;j-r), 

* = 6? (e + ^ — Po. 



(19) 

Die Gleichungen (18) stimmen mit den bei x = fxir feste 
Korper gültigen theoretischen Formeln überein^ das constante P ist 
ohne Einfluss. Bezüglich d' gilt letzteres nur bei Bewegungen ohne 
Dilatation (Lichtschwingungen). 



§ 66. Beliebige isotrope Körper. Zweite Ableitung. 

Wir fassen wieder die Spannungen und Bewegungsgleichungen 
im Sinne des lY. Abschnitts auf, lassen jedoch die Beschränkung 
auf Potentialspannungen fallen und haben nach § 58 

(1) X^==2Gx^—p, Ty = 2Gyy-p, Z, = 2G0,-p] 

Xy = (2G - H)xy + Hy., Y. = (2G - H)y, + Exy, 

(2) r, = (2G - H)y, + Hzy, Zy = (2G - H)0y + Hy,, 
Z^ =(2G- H)0^ + Hx,, X, =^ (2G — H)x, -i- Hjs^, 



wonn 



(3) 



2G = 2n-P-Jt, 



|) = P + Jr — H(o, 



und die Bezeichnungen der Verschiebungen den Festsetzungen in 
§21 entsprechen. 

Fassen wir zunächst den wichtigsten Fall ins Auge, dass (wie 
z.B. bei den elastischen Bewegungen des freien Aethers, § 60) r 
verschwindet und H, G, P innerhalb des betrachteten unendlich 
kleinen Baumes um m als constant gelten. • Man hat dann 



(dX^ ^ dH dp 
?. --- 2G— - 

dx dx^ dx' 



d^rj 



dX a«i 

dy ^ ^ dy* ' dx dy ^ 

dX^ a«S d^t 

-^^(2G--H)^,+Hj-^. 



Durch Addition dieser Ausdrücke entsteht aus § 61, (1) mit Rück- 
sicht auf die Bezeichnungen § 65, (3), (4) die erste der nachstehen- 
den Gleichungen, während sich die beiden andern in ganz analoger 
Weise ergeben. 



(4) 
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Bei Beachtung von (3) lassen sich diese Beziehungen auch wie 
folgt schreiben 

(5) •(^-P)A*,+ 2Hff = ,*(!;? -r), 

.(Ä-P)A*g + 2fl|^ = ^(f;|-z). 

Substituirt man die Ausdrücke (1), (2) in § 61, (14) und führt 
die Integration aus, so findet sich in der Formel für die ganze Ver- 
schiebungsarbeit eines Körpers 

(6) D=f^dK 
die specifische Yerschiebungsarbeit bei m 



(7) 



d' = Ge + 



[(^y - y^y + (y* — ^yf + i^x ~ x,y] 

t 

— jp d(o, 



oder mit Bücksicht auf (3) 



(8) 



— ?(o + ^\(o' — {Xy — y^y - (y, - 0yy - {^^ - x,y] , 



worin durch § 65, (7) bestimmt ist. 

Speciell für Potentialverschiebungen gelten die Beziehungen 
§ 65, (8), (9) und nehmen damit die Gleichungen (4), (7), gleiche 
Formen wie (5) und (6) des vorigen § an. Femer stimmen für 
P = mit H = G entsprechende Resultate beider Ableitungen bis 
auf den Ausdruck für G überein, was Alles schon aus § 58 folgt. 

Hätten wir nicht r = vorausgesetzt, sondern die Formeln 
(1) — (3) in der nach § 58 zulässigen Allgemeinheit aufgefasst, so 
würde sich bei ganz analogem Vorgehen wie oben ergeben haben, 
dass die Gleichungen (4) und (7) gelten, wenn den linken Seiten 
von (4) und der rechten Seite von (7) bezw. die folgenden Aus- 
drücke addirt werden 
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(9) 
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„ n( cG , dG . '(G\ , .dH 



dy 



?)-=2(y,i| + y. 



3 = 2(^,-11 + ^» 





. ^*' "') dz ' 


dG , dG\ 
dy +9' 8z) 






(y- ^y) dx ' 


dG , dG\ 
dy +^' dz) 


, .dH 




, .dH 
i^y V') dy ' 



(10) 



— « = - jQdG 

-/[(«» - y«)* + (y. - ",)* + («X - x,y]d 



G — H 



(1) 



Für Potentialverschiebungen fallen die beiden letzten Glieder der 
Gleichungen (9) und das zweite Integral in (10) weg. 

§ 67. GIapeyron*8 Theorem. 

Wenn während der ganzen Verschiebungen von tQ bis t die 
Spannungen constant wie zur Zeit t wären^ so würde nach § 41, 
(3) (4) die Verschiebungsarbeit eines beliebigen Körpers sein 

+ Za- ^a- + Xm X,)dK, 

worin das Integral alle Eorperelemente umfasst. Die wirkliche 
Verschiebungsarbeit wird nach wie Tor durch D bezeichnet, S) haben 
wir auch virtuelle Verschiebungsarbeit genannt. 

Erste Ableitung. Substituirt man in (1) die Ausdrücke der 
Spannungen nach § 65, (1) (2), so folgt für beliebige isotrope 
Körper 

JS) = 2f(x,' + y,' + z.' + ^x/ + Y"^^-' )Gdg 

— Jp(odK, 
oder wegen 

i t 

P^ ^=fp dm '{'fa) dp, adp — p rfo = (o^d— , 
und mit Rücksicht auf § 65, (6) (7) 
(3) 'S) = 2D-fdKfm'd^' 
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Speciell für den Fall, dass während der Verschiebungen ent- 
weder -^ constant oder o = ist, liefert (3) 

S) = 22). 
Da für P = 0, r = nach den theoretischen Formeln — == — G 

' CO 

und nach den empirischen Formeln für feste Körper — = 



CO s — 2' 

so können wir aussprechen: Sind bei. elastischen Verschiebungen iso- 
troper Körper P = 0, r = (feste Körper mit constanter Tempe- 
ratur) oder ist m = (beliebige Körper ohne Dilatation), dann ist 
die wirkliche Verschiebungsarbeit halb so gross, als wenn die Spanr 
nungen von vornherein die scMiesslichen Werthe hätten. 

Es seien jetzt zur Zeit t die Beschleunigungen der Körperele- 
mente hinsichtlich unseres Coordinatensystems gleich Null, dann 

liefert § 39, (7) 

= aK + (g_S) + gi. 

Ist der Einfluss der Massenkräfte zu vernachlässigen (oder werden 
letztere wie vielfach bei technischen Problemen durch Oberflächen- 
kräfte ersetzt) und kommen örtliche Unstetigkeiten der Verrückungen 
nicht vor, so folgt mit 3R = 91 = 

und speciell für -^ constant oder a> = 

© = S) = 2D. 

Sind während elastischer Verschiebungen isotroper Körper entweder 
P = 0, r **= (feste Körper mit constanter Temperatur) oder a> = 
(beliebige Körper ohne Dilatation) und treten keine durch Massen- 
kräfte und örtliche Unstetigkeiten der Verrückungen bedingte Arbeiten 
auf, dann ist im Falle scMiesslichen Gleichgewichts oder verschmnden- 
der Beschleunigungen der Körperelemente die Arbeit sämmtlicher mit 
ihren Endwerihen constant gedachter Oberflächenkräfte gleich dem Doppel- 
ten der Verschiebungsarbeit. 

Dieses Resultat^ soweit es sich auf feste Körper (P = 0, r = 0) 
bezieht, ist zuerst von Clapeyron abgeleitet worden und wird nach 
ihm Clapeyron' sches Theorem genannt. Zu beachten ist, dass der 
beliebige isotrope Körper betreffende Theil des Satzes nicht nur für 
r = gilt. 

Zweite Ableitung. Setzen wir jetzt in (1) die Ausdrücke der 
Spannungen nach § 66, (1) (2) ein, so folgt 

—fpadK^ 



(4) 
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oder mit Rücksicht auf den allgemeinsten Ausdruck für Dy welcher 
aus § 66, (6) (7) nach Zufügen von § 66, (10) entsteht, 

(5) S) = 2(2) + ») -fdKfa^'d^ . 

Hat man während der Verschiebungen entweder — constant 

oder = 0, dann liefert (5) 

S) = 2(D + 8). 

Da für P = 0, r = nach § 58 — = — H und des constanten i 

f ^^ CO 

wegen G, H constant sind, so entsteht mit S3 «» 

S) = 22). 

Dieselbe Beziehung ergibt sich für beliebige isotrope Körper im 
Falle = 0, wenn während der Verschiebungen noch r = ist 
Nach unserer zweiten Ableitung sind also die oben ausgesprochenen 
Sätze für P = 0, r = genau, für o =! jedoch nur dann, wenn 
gleichzeitig r = oder überhaupt 83 = ist. 

Für den schon in § 66 besonders hervorgehobenen Fall r = 
können wir mit Rücksicht auf ^ = P — Hm und 83 = die Arbeit 

S) auch wie folgt ausdrücken 

t 

(6) S) = 22) --fdKfm^d^ = 22) +fpmdK, 

to 

worin 2) durch § 66, (6) (8) bestimmt ist. 

§ 68. Prinoip der kleinsten Versohiebungsarbeit. 

Wenn die Spannungen während der ganzen Verrückungen von 
t^^ bis t ihre schliesslichen Werthe hätten, so würden nach den Fest- 
setzungen in § 41 2) die Verschiebungsarbeit, U die Arbeit der (von 
Spannungen und Verschiebungen) abhängigen Reactionen äusserer 
Stützen und 91 die durch ünstetigkeiten der Verrückungen bedingte 
Arbeit sein. Die wirkliche Verschiebungsarbeit ist durch 2) be- 
zeichnet. Werden nun den Spannungen und Verschiebungen zur 
Zeit t irgendwelche unendlich kleine, mit allen gegebenen Verhält- 
nissen verträgliche Aenderungen zugeschrieben, so ist nach § 41 
die vollständige Variation von S) 

(1) ä^ = SD + d,U + dM, 

unter d^U, <J,9i die Variationen von U, 91 infolge der eintretenden 
Aenderungen der Spannungen allein verstanden. Dies gilt für be- 
liebige Körper. 

Erste Ableitung. Nehmen wir nun einen beliebigen isotropen 
Körper als gegeben an, so ist nach § 67, (3) die vollständige Varia- 
tion von S) 
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(2) (J® = 2SD -ffD^d^dK, 

und hieraus mit Rücksicht auf (1) die Variation der Yerschiebungsarbeit 

(3) ÖD = d,U + dM +fc}^d^dK. 

Wenn nun d,U, daSi verschwinden und entweder — constant 
oder © = sind, liefern (2) (3) 

wonach die Arbeiten 2), S) Maxima oder Minima wären. Wie schon 

in § 67 erwähnt, tritt der Fall — constaot nach den theoretischen 

und empirischen Formeln für P = 0, r *= ein. Es lassen sich 
danu; wie auch im Falle = 0, die Arbeiten Z), S) nach § 65 als 
Summen von Quadraten darstellen, sodass die Minima in Frage 
kommen, wenn die Bedingungen für Maxima und Minima nur ein- 
mal erfüllt sind. Für diesen allein vorkommenden Fall können wir 
aussprechen: Die Verschiebungsarbeit isotroper Körper ist ein Mini- 
mum, wenn neben «J^U = d,9l = entweder P = 0, r = (constante 
Temperatur bei festen Körpern) oder = (Verschiebungen ohne 
Dilatation bei beliebigen Körpern) m setzen sind (oder wenn über- 
haupt die rechte Seite von (3) verschwindet). Mit andern Worten: 
Wenn bei Verschiebungen isotroper Körper d,U = ^,91 = und ent- 
weder P = 0, r = oder o == sind, dann haben alle Spannungen, 
Verschiebungen und davon abhängigen Grössen solche Werthe, wie sie 
einem Minimum der Verschiebungsarbeit D oder virtuellen Verschiebungs- 
arbeit S) entsprechen. 

Liesse sich beispielsweise die Verschiebungsarbeit als Function 
der von den Spannungen und Verschiebungen abhängigen Reactionen 
oder sonstigen Grössen H, M, N, . . darstellen, so würden bei Ein- 
tritt des Princips der Tüeinsten Verschiebungsarbeit die wahren Werthe 
von Hy MyNy , . bestimmt sein durch die Gleichungen 

worin auch S) an Stelle von D gesetzt werden darf. 

Die Arbeit d,U ist mit U z. B. immer dann gleich Null, wenn 
die abhängigen Reactionen gegen Körperpunkte wirken, welche hin- 
sichtlich des angenommenen Coordinatensystems fest liegen oder 
reibungslos über feste Stützen hingleiten, das heisst, wenn in den 
Richtungslinien der abhängigen Reactionscomponenten keine Be- 
gnüg (etwa Ausweichen) der Stützen stattfindet. Die Arbeit <J,9i 
ist mit 91 unter Anderem gleich Null, wenn der ganze Körper als 
ein System von materiellen Punkten anzusehen ist, zwischen welcheu 
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lediglich Kräfte in den Verbindongsgeraden wirken (§ 73), oder 
wenn der Körper aus ebensolchen Stäben besteht, welche in reibungs- 
losen Gelenken zusammenhängen (§ 85), oder wenn er überhaupt 
in eine Anzahl yon Punktsystemen der ersterwähnten Art zerfällt^ 
zwischen welchen (etwa infolge fehlender Reibung) immer nur nor- 
male Kräfte wirken (§ 42). Wollte man oben das Princip der 
kleinsten Yerschiebungsarbeit zur Bestimmung der H^ M^N, . , auch 
dann anwenden, wenn die Bedingungen desselben nicht erfüllt sind, 
so würden mittelst desselben stets diejenigen Theile genannter Grossen 
bestimmbar sein, welche für <J,ll = d,9i = und P = r = oder 
(0 =s eintreten, wonach die auf anderem Wege ermittelten weite- 
ren Beiträge dem Principe der Coexistenz gemäss zu addiren wären. 
In praktischen Fällen lassen sich jedoch nach Kenntniss des spe- 
ciellen Ausdrucks von D durch Umformung der Gleichungen (4) 
auch direct zum Ziele führende Methoden ableiten. 

Zweite Ableitung. Nach § 67, (5) hat man für beliebige iso- 
trope Körper die yoUständige Variation von S) 

und hiernach mit Rücksicht auf (1) die Variation von D 

SD = d,U + d,3i — 2*83 +f(o^S^dK. 

Sind nun d,U = 0, d,9i «= 0, und während der Verschiebungen ent- 
weder — constant oder o = 0, so folgt 

SD 2*83 = *». 

Der Fall ^^ constant tritt für P = 0, r = ein, und da alsdann 
der Constanten 6r, H wegen auch 85 = ist, so erhalten wir 

Die gleiche Beziehung besteht im Falle = für r = 0. Nach 
unserer zweiten theoretischen Ableitung der Spaimungen isotroper 
Körper ist also das oben ausgesprochene Princip für P = 0, r = 
genau erfüllt, für © == jedoch nur dann, wenn gleichzeitig r = 
oder aus anderem Grunde <JSS = ist 

Dass die Verschiebungsarbeit fester Körper in gewissem Sinne 
ein Minimum ist, scheinen zuerst französische und italienische Ge- 
lehrte erkannt zu haben. Den ersten Beweis lieferte Ingenieur 
Castigliano für stabile Systeme der im X. Abschnitte untersuchten Art^ 
gebildet aus prismatischen festen Stäben von constanter Temperatur 
(Theorie de Pequilibre des systemes elastiques, Turin 1880). Ca^U- 
gliano wandte das Princip auf zahlreiche technische Probleme fester 
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Körper an, die er sich als Punktsysteme dachte, in welchen die 
Kräfte zwischen je zwei Punkten nach gleichen Gesetzen wie in 
isotropen festen Stäben wirken. Bei weiteren Beweisen von Fränkd, 
auch auf Grund des Erfahrungsausdrucks von D für isotrope Körper, 
wurde ebenfalls die Temperatur constant angenommen (Zeitschr. d. 
Arch.- u. Ing.- Vereins zu Hannover 1882). In beiden Fällen traten 
die Arbeiten U, 91 nicht auf. Wir sahen oben, dass der Wegfall 
von dsUy da9i, dr nothwendig und ausreichend für die Gültigkeit 
des Princips ist (siehe auch §§ 73, 84). 

Während bisher allgemein angenommen wurde, das Princip der 
kleinsten Verschiebungsarbeit bestehe nur für feste Körper von con- 
stanter Temperatur, zeigt unsere Ableitung, dass dasselbe auch för 
beliebige isotrope Körper dann gilt, wenn die Verschiebungen ohne 
Dilatation stattfinden. In dieser Richtung bietet das Princip er- 
neutes Interesse. Beispielsweise können wir bei Beachtung des um- 
Standes, dass für transversale Schwingungen des Aethers o ver- 
schwindet, auf Grund beider Ableitungen aussprechen: Das Licht 
pflanzt sidi so durch den Weltraum fort, dass die Verschiebungsarleit 
ein Minimum ist. 



IX. Abschnitt. 
Beliebige Punktsysteme. Energie. 

Im Folgenden handelt es sich um Gleichgewicht und Bewegung 
materieller Systeme, deren einzelne Punkte in beliebigen Entfernungen 
liegen. Da wir diese Punkte nach Belieben mit Masse ausstatten 
können^ wenn die Bewegung der Massenmittelpunkte in Betracht 
gezogen wird und da auch die Entfernungen beliebig klein gewählt 
werden dürfen^ so gelten die abzuleitenden Beziehungen ebensowohl 
für grösste wie für kleinste materielle Systeme und beispielsweise 
auch für Systeme, wie sie bisher als Körper und Körperelemente 
betrachtet wurden. Die Darstellung wird Rücksicht darauf nehmen, 
die üebereinstimmung mit den früher erhaltenen Resultaten hervor- 
treten zu lassen und einer allgemeinen Auffassung der Stabsysteme 
des folgenden Abschnitts zu dienen. 

§. 69. Allgemeine Besiehungen. 

Ein beliebiges Punktsystem bewege sich hinsichtlich irgend 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems. Die entsprechenden Ge- 
schwindigkeiten und resultirenden Kraftcomponenten in den Rich- 
tungen X, y, zur Zeit t seien für einen Punkt m der Masse m 
durch u, V, w und X, Yy Z bezeichnet. Man hat dann 
/«N du ^^ dv ^j. dw r^ 

Multipliciren wir diese Gleichungen für jeden Systempunkt mit irgend 
welchen Grössen +5; i ^; i S ^^^ addiren sämmtliche Gleichungen, 
so folgt 

(2) o-^2A^^ + ^^ + 4f = 2'(^g +Yn + ZI). 

Versteht man unter + S> ih^; ih £ beliebig grosse virtuelle Ver- 
rückungen der Systempunkte gegenüber deren Lagen zur Zeit ty so 
drückt Gleichung (2) das d'Älembert'sche Princip und bei verschwin- 
denden Beschleunigungen das Frincyp der virtuellen V^rückungen 
aus. Wäre beispielsweise zur Zeit t eine Bewegung hinsichtlich 
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unseres Coordinaten Systems nicht vorhanden, so würde im Falle 
6 = auch Gleichgewicht bestehen bleiben. Die Summe rechts in (2) 
stellt die Gesammtarbeit dar, welche die äusseren und inneren Kräfte 
auf den Wegen 6i ^> S leisten würden, wenn sie constant wie zur 
Zeit t wären. 

Es mögen nun x, y, z die Coordinaten zur Zeit t und 

(3) ^ = dx = udt^ rj ^^ dy = vdt, t,^= dz =^wdt 

die wirklichen Yerrückungen der Punkte m im Zeitelement dt be- 
deuten. Dann folgt aus (2) 

^m(tidu + vdv + wdw) ==i^{Xdx + Ydy-{- Zdz) 
oder, wenn 

(4) L=2j'^ 2 =2j-2- 

die lebendige Kraft des Punktsystems in Hinsicht unseres Coordi- 
natensystems bezeichnet, 

(5) dL = ^(Xdx + Ydy + Zdz) . 
Für ein von ^o ^^^ ^ reichendes Zeitintervall hat man 

(6) L-L, = ^ßXdx + Ydy + Zdz), 

und diese Gleichung enthält den Satz von den lebendigen Kräften: Die 
Gesammtänderung der lebendigen Kraft eines materiellen Systems während 
irgend eines Zeitintervalls ist gleich der Summe der Arbeiten aller 
äusseren und inneren Kräfte, welche innerhalb jener Zeit an den Funkten 
des Systems gewirkt haben. 

Fassen wir jetzt anstatt der wirklichen Bewegung alle mög- 
lichen unendlich wenig davon abweichenden Bewegungen ins Auge, 
indem wir jedem Systempunkt m für jeden Augenblick unendlich 
•kleine virtuelle Verrückungen zuschreiben, welche als Functionen 
der Zeit gelten sollen. Die Geschwindigkeiten werden dann 

wonach 

*»-§. "'-% *«--§• 

Weil aber allgemein 
d(M| + V7^ +w^Ö = wdg + vdrj + wdt+ idu + i^dt; + gd«;, 
so folgt für unseren Fall 

d(w| + v^ + w^S) = {uSu '\-vSv'\'Wdw)dt 
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und mit Rücksicht auf (2) (4) für das ganze System 

^^m{ui + vri + wt)j — [^'^^C**^ + ^V + ^0} 

(7) { 

f(G + 8L)dt, 

worin die Klammerausdrücke links die ^erthe der eingesetzten 
Summen zu den Zeiten t und tQ, ÖL aber die Variation der leben- 
digen Kraft infolge der angenommenen Yerrücknngen bedeuten. 
Für den Fall^ dass die letzteren am Anfange und Schlüsse unseres 
Zeitintervalls Werthe haben, welche die linke Seite von (7) zu Null 

machen, hat man 

t 

(8) =/(ö + SL)dt. 

to 

Dies triflft z. B. zu, wenn alle |, ij, g selbst zu den Zeiten ty t^ ver- 
schwinden und es wird dann der Inhalt von (8) als Hamilton^sches 
Princip bezeichnet. 

Bereits in § 44 wurde jede mögliche Ursache von lebendiger 
Kraft oder Arbeit Energie genannt und deren Werth nach ihrer 
Wirkung beurtheilt, wonach die Energie in Arbeitseinheiten ge- 
messen werden kann. Wird nun unserem Punktsystem im Zeit- 
element dt ausser durch die in (1) (5) berücksichtigten äusseren 
Kräfte noch auf andere Art von Aussen in Summe die Energie dQ 
zugeführt und führen wir die Bezeichnungen ein 

(9) dK = ^{Xdx + Ydy -f Zd0) , 

a 

(10) dU=dQ — ^{Xdx + Ydy + Zdz) , 

8 

worin ^^ , ^ sich auf die äusseren und inneren Kräfte beziehen, 

SO folgt aus (5) 

(11) dL + dü=dE = dK+dQ. 

Nach (9) (10) bezeichnen dK die Arbeit der äusseren Kräfte, du 
— dQ die Arbeit zur üeber Windung der inneren Kräfte auf den 
Wegen dx, dy, dz, während dU nach (11) denjenigen Theil der 
von Aussen aufgenommenen Energie dK -^ dQ darstellt, welcher 
nicht in die lebendige Kraft dL verwandelt wurde. 

Soll die Energie uniserstörbar sein, so müssen sich alle nach 
einander auftretenden dUin irgend einer Form im System ansammeln 
und dem letzteren jederzeit, wie ein gewisses L, so auch ein ge- 
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wisses U entsprechen, sodass erst i + Z7 = i? die ganze Arbeits- 
föhigkeit oder Gesammtenergie in Hinsicht des fraglichen Coordi- 
natensystems ausmacht. Für ein Zeitintervall von t^ bis t aber 
liefert (11) 

(12) L-L^+ U-Uo = E-E, = K+Q. 

Wir nennen wieder L die CLctuelUy ü die virtuelle Energie des Systems. 
Gleichung (12) sagt dann: In jedem Zeitintervall ist die Arbeit 
der äusseren Kräfte plus der sonst von Aussen zugeführten Energie 
gleich der Summe der Aenderungen von actueller und virtueller 
Energie des Systems. 

Für die Gesammtenergie zur Zeit t hat man nach (12) 

(13) E==L+U=Lo+Uo + K+Q = Eo + K+Q. 

Ist von #Q bis t insgesammt K -j- Q = 0, so wird 

(14) E = L+U='Lo+Uo = Eo. 

Wenn beispielsweise einem Systeme weder durch die Arbeit äusserer 
Kräfte noch sonst von Aussen Energie zugeführt wird, dann ist der 
Gewinn an actueller Energie stets gleich dem Verluste an virtueller 
Energie, die Gesammtenergie bleibt constant. Dies folgt übrigens 
schon aus der Annahme einer Unzerstörbarkeit der Energie und 
heisst auf das grösste aller möglichen Systeme angewendet: Die 
Energie der Welt ist constant. 

Zerfallen die äusseren Kräfte in Massenkräfte und Oberflächen- 
kräfte, so entstehen aus (11)— (14) mit K= M-{' 8 die Formeln 
(3)-(6) des § 44. 

§ 70. Wirkung von Potentialkräften. 

Die Gleichungen (12) — (14) des vorigen Paragraphen beruhen 
auf der Annahme, dass die Energie unzerstörbar sei, dass der alte 
Satz „Causa aequat effectum^' dann auf alle Veränderungen materieller 
Systeme Anwendung finde, wenn die Ursachen und Wirkungen in 
Arbeitseinheiten gemessen werden. Es ist das Verdienst Bobert 
Mayer's, dies Princip von der Erhaltung der Energie erstmals klar 
erkannt und ausgesprochen, sowie insbesondere auf die Wärme als 
eine der möglichen Energieformen angewandt zu haben. 

Man konnte sich nun fragen, ob nicht die Gonstanz der Energie 
unter Umständen als nothwendige Folge der mechanischen Grund- 
beziehungen zwischen Kräften und Beschleunigungen § 69, (1) ohne 
Zulassung anderer als der hierdurch bedingten Formen von Energie 
darstellbar sei. Dieser Fall kommt vor, wenn die wirkenden Kräfte 
ein Potential haben, wenn eine Function P der Coordinaten unserer 
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Systempunkte allein existirt^ deren vollständiges Differential sich 
ausdrückt; 

(1) dP ^(Xdx + Ydy + Zdz) . 

Es folgt dann 

t 

(2) Po - P = 2f(Xdx + Tdy + Zdg), 

und aus dem Satze von den lebendigen Kräften § 69, (6) 

(3) i + P==0 = Lo + Po, 

worin C constant und Pq, P allein von den Anfangslagen und End- 
lagen der Systempunkte abhängig sind. Durch diese Lagen zu den 
Zeiten t^ und t ist auch die Aenderung L — Lq der lebendigen Kraft 
bestimmt, während wir nach 

L = C—P 

zunächst den Sat0 von der Erhaltung der lebendigen Kraft aussprechen 
können: a) Wenn die Bewegungsänderung eines Punktsystems hinsicht- 
lich irgend eines Coordinatensystems nur unter dem Einflute solcher 
äusserer und innerer Kräfte stattfindet, welchen, ein Potential mJcommty 
dann ist die lebendige Kraß der Bewegung zu allen Zeiten dieselbe, 
in welchen alle Systempunkte dieselben Lagen gegen das Coordinaten- 
system haben, tme auch ihre Bahnen und GeschmndigJceiten in der 
Zwischenmt gewesen sein mögen. 

Die Constante G besteht aus zwei Theilen: der augenblicklichen 
lebendigen Kraft L und der bei Ausnutzung aller Arbeitsfähigkeit der 
dem Potential entsprechenden Kräfte noch erreichbaren lebendigen 
Kraft P, welche man nach Bankine bezw. die aetuslle und potentielle 
Energie nennt. Gleichung (3) sagt dann: b) Besteht für die Bewegung 
eines Punktsystems ein Potential der äusseren und inneren Kräfte, so ist 
der Gewinn an actueller Energie stets gleich dem Verluste an poten- 
tieller Energie, die Summe beider bleibt constant 

Führen wir wie in/§ 69 als Bezeichnungen ein 

(4) dK = ^(±dx + Ydy + Zdz) = — dfH , 

a 

(5) dU= — ^{Xdx + Ydy + Zde) , 

so stellt dK die Arbeit der äusseren Kräfte und dU die Arbeit 
zur üeberwindung der inneren Kräfte auf den Wegen dx, dy, dz 
dar. Für den Fall von Potentialen H, TJ der äusseren und inneren 
Kräfte folgen 
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(6) -^ = 2' /(^<^^ + '^^y + ^<^«) = Ho - H, 



2 

t 

(7) U-Uo = ^ f(Xdx + Ydy + Zd0), 



worin H^, Üq nur von den Anfangslagen, H und U nur von den 
Endlagen der Systempunkte abhängen. Nennt man wieder ü die 
virtuelle Energie des Systems, so ist letztere hier mit dem von den 
Kräften zwischen Systempunkten allein herrührenden Theile der 
potentiellen Energie, der inneren potentiellen Energie, identisch. 
Aus (1), (2) folgen mit (4) bis (7) 

(8) dP = dU—dK=dU'\-dH, p^- p= üo- Ü+K 

Die Gesammtenergie des Systems aber, d. h. diejenige Arbeitsfähig- 
keit, welche von Systempunkten allein abhängt und beim Erlöschen 
aller äusseren Kraftquellen im System zu finden wäre, ist zur Zeit t 
nach (3) (8) 

(9) E=L+ü = L,+ Uo + K=E, + K 

Da K jedesmal verschwindet, wenn die Systempunkte dieselben 
Lagen wie zur Zeit t^ einnehmen, so können wir Satz ä) ergänzend 
aussprechen: c) Steht ein Punktsystem lediglich unter dem Arbeits- 
einflusse äusserer und innerer Fotentialkräfte^ dann sind neben der 
dctuellen und potentiellen Energie i, P auch die virtuelle (hier innere 
potentielle) Energie U und Gesammtenergie E zu allen Zeiten die- 
selben ^ in welchen alle Systempunicte dieselben Lagen gegen das Coor- 
dinatensystem haben. 

Kommen äussere Kräfte überhaupt nicht vor oder leisten die 
etwa vorhandenen keine Arbeit am System, so folgt aus (9) mit 
K = 

(10) E = L+U=L,+ Uo^E,, 

und in Worten: d) Wenn ein Pmiktsystem nur unter dem Arbeits- 
einflusse innerer Potentialkräfte steht, dann ist der Gewinn an aktueller 
Energie stets gleich dem Verluste an virtueller Energie, die Gesammt- 
energie des Systems bleibt constant Für den Fall, dass alle Natur- 
kräfte in Potentialkräfte auflösbar wären, würden also schon die 
Grundbeziehungen der Mechanik zu dem Schlüsse führen: Die 
Energie der Welt ist constant. 

§ 71. Centralkräfte allein. 

Die Kräfte haben beispielsweise ein Potential, wenn sie von 
Systempunkten oder (bezüglich des Coordinatensystems) festen 
äusseren Punkten ausgehende Centralkräfte sind. Als Centräücraft 

Weyrauch, Theorie elastischer Körper. 12 
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zwischen zwei Punkten m, n bezeichnet man eine Kraft, welche 
anziehend oder abstossend in der Verbindungsgeraden wirkt und 
nur von der Entfernung mn = l abhängt Unter der ersten Vor- 
aussetzung ergeben sich, wie aus § 72 zu ersehen, 

(1) dP^^Sdl, dU=^Sdl, dH^^Sdl, 

» a 

während die zweite verlangt 

(2) S^mnF(t)y 

so dass die Integration der Gleichungen (1) ausführbar ist und P, 
Uy H nur von den relativen Lagen der wirkenden Punkte gegen 

einander abhängen. Die Summe ^ bezieht sich auf alle einander 
beeinflussenden Punktpaare, die Summe ^ auf alle Paare einan- 

der beeinflussender Systempunkte und die Summe ^^ auf je zwei 

a 

einander beeinflussende Punkte, deren einer innerhalb, der andere 
ausserhalb des Systems liegt. 

Wir können nun die in § 70 abgeleiteten Sätze für den vor- 
liegenden Fall wie folgt fassen. Wenn ein Punktsystem nur unter 
dem Ärbeitseinflusse von CentraUoräften steht, toelche von Systempunhten 
oder festen äusseren Funkten ausgehen^ dann sind die actuelle, poten- 
tielle, virtuelle und gesammte Energie des Systems Z/, P,_U, E zu allen 
Zeiten dieselben, in welchen alle Systempunkte dieselben relativen Lagen 
gegen einander und gegen die auf sie tmrkenden äusseren Punkte haben. 
In jedem Zeitintervall ist der Gewinn an aktueller Energie gleich dem 
Verluste an potentieller Energie, die Summe beider bleibt constant 
gleich G. Sind nur innere Gentralkräfte wirksam, so werden die poten- 
tielle und virtuelle Energie identisch und die Gesammtenergie des 
Systems constant E ==^ G. 

Hdmholtn war der Erste, welcher das Princip von der Erhal- 
tung der Energie als besondere Form des älteren Satzes von der 
lebendigen Kraft darstellte und zwar für den speciellen Fall der 
Einwirkung von Centralkräften allein, indem er annahm, dass sich 
alle Kräfte der Natur in Gentralkräfte auflösen lassen. Das Charak- 
teristische an diesem Falle besteht darin, dass die Energie nur von 
den Entfernungen der wirkenden Punkte abhängig erscheint, von 
deren relativen Lagen gegen einander, ohne Beziehung auf ein be- 
stimmtes Coordinatensystem. 

Bei Einwirkung beliebiger äusserer und innerer Potentialkräfte 
wird vielfach die Constante G des vorigen Paragraphen als Energie 
des Systems bezeichnet, womit aber die sonst angenommene lieber- 
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einstimmung der Begriffe Energie und Arbeitsfähigkeit aufgegeben 
ist. Der unterschied in der Auffassung tritt schon klar hervor 
im einfachsten Falle, der Bewegung eines Punktes unter Einwirkung 
einer Centralkraft. Punkt m in Fig. 17 habe hinsichtlich des 




Fig. 17. 

Coordinatensystems oder des anziehenden Punktes n die Geschwin- 
digkeit Vy dann ist die entsprechende actuelle Energie 

Hat nun m die Bewegung im Unendlichen mit der Geschwindigkeit 
begonnen, dann sind in § 70, (3) die ganze aus dem Potentiale 
entspringende Energie 

p^^C = fXdx 
und die noch vorhandene potentielle Energie 

X 

P=fXdx. 



Xq 



In jedem Augenblicke besteht die Beziehung 

Dieses C würde nach der einen Auffassung die Energie des Systems 
darstellen. 

Versteht man jedoch unter letzterer Bezeichnung die in den 
Systempunkten allein angehäufte Arbeitsfähigkeit, die Arbeit, welche 
die Systempunkte leisten könnten, wenn alle äusseren ^Kraftquellen 
plötzlich wegfielen, so sind für den Punkt m als System für sich 
die virtuelle Energie und Gesammtenergie des Systems 

f7=0, E = L. 

Nur wenn beide Punkte m, n zusammen ein System bilden und 
somit X eine innere Kraft desselben wird, hat man 



tr=.p, 



^ = L+ U=^C. 



12 
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Während in den Fallen der §§70, 71 die virtuelle Energie 
lediglich einen Theil der potentiellen ausmacht und beide identisch 
sind, wenn nur innere Potentialkräfte wirken, ist der Begriff im 
Uebrigen ein viel allgemeinerer, indem er dem entspricht, was man 
in der Wärmetheorie Energie im Körper (Thomson, Clausius), innere 
Arbeit (Zeuner), inneres Arbeitsvermögen (Grashof) u. s. w. nennt. 
Wo es sich lediglich um wärmetheoretische Untersuchungen handelt, 
pflegen auch wir U als Energie schlechtweg zu bezeichnen. 

§ 72. Strafte in den Verbindungsgeraden; 

Wir waren im VII. Abschnitte genöthigt, unsern Betrachtungen 
Kräfte zu Grunde zu legen, welche zwar in den Yerbindungsgeraden 
einander beeinflussender Punkte m, n wirken, aber nicht nur von 
den Entfernungen mn abhängen. Solche Kräfte sollen hier zum 
Unterschiede von Centralkräften BadicUkräfte oder noch kürzer 
Stabhräfle genannt werden, während die entsprechenden Verbindungs- 
geraden Stäbe heissen mögen. Beschäftigen wir uns nun mit dem 
Falle, dass an einem Punktsystem neben beliebigen anderen Kräften 
auch Stabkräfte S vorkommen. Das Abhängigkeitsgesetz der einzelnen 
Stabkräfte möge zunächst ganz beliebig sein, doch wollen wir die 
8 als positiv oder negativ ansehen, je nachdem sie die zugehörigen 
Punkte zu nähern oder zu entfernen suchen. (Als Verbindungs- 
gerade braucht nicht gerade die wirkliche Linie mn in Rechnung 
zu kommen, wenn nur die Einflüsse eventueller Abweichungen in 
den folgenden Gleichungen verschwinden.) 

Der Systempunkt m liege zur Zeit t bei Xm, ym, ^m und ein 
mit ihm durch den Stab der Länge l verbundener Punkt n bei Xny 
yn, Zn, dann führen wir ein 

(1) cosa^„ = ?^^^, cos^.n = ^^^, C08y,„ = ^^^. 

Bezeichnen Um, Vm, Wm die Geschwindigkeiten des Punktes m in 
den Richtungen x, y, 0, so bestehen zur Zeit t die Gleichungen 

du. 



(2) 



m 
dv,„ — -^ 

m 

W -Jf- = ^m + ^ScOSymn^ 

m 



Hierin sollen die^ nur solche Stabkräße umfassen, welche aus 



m 



Systempunkten oder bezüglich des Coordinatensystems festen äusseren 
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Punkten in m eintreffen, während Xm, Tm, Zm die resultirenden 
Componenten aller übrigen auf m wirkenden beliebigen Kräfte in 
den Richtungen x, y, is bedeuten. 

Multiplicirt man die Gleichungen (2) der Reihe nach mit be- 
liebig grossen virtuellen Verrückungen oder sonstigen Grössen ^m, 
^m; £m; vcrfährt analog mit den entsprechenden Gleichungen der 
übrigen Systempunkte und addirt alle Gleichungen, so entsteht mit 
den Bezeichnungen 

(3) ^=2-fö^™ + ^^»-H'^S»). 



(4) Ä = 2(^5-» +YmV'n + Zr. 5m); 



(5) 



* ^ Ol m 

+ tmn^S COS ymnj, 



die Beziehung 

(6) ö = Ä - S), 

welche das d'Alembert'sche Princip und bei verschwindenden Be- 
schleunigungen oder G = das Princip der virtuellen Verrückungen 

für unsern Fall darstellt (§ 69). Die Summen ^^ sind auf sämmt- 

k 

liehe Je Systempunkte zu erstrecken. In (6) bedeuten — S) und Ä 
die Arbeiten, welche die in (5) aufgenommenen Stabkräfte und die 
übrigen auf Systempunkte wirkenden Kräfte während der Ver- 
rückungen I, ij, g leisten würden, wenn sie constant wie zur Zeit t 
wären, so dass 2) die entsprechende Arbeit zur TJeherwindung der 
fraglichen Stabkräfte darstellt. 

Wir wollen den Ausdruck (5) für den Fall, dass die Ver- 
rückungen gegenüber den anfänglichen Coordinaten verschwinden, 
noch etwas umformen. Für die Entfernung mn hat man vor den 
Verrückungen 

(7) V = {Xn - Xmf + (yn " V^nf + (^n - ^m)^ 

nach denselben 

^ ^ 1 + (^n + £« - ^m - Uy. 

Durch Subtraction der ersten Gleichung von der zweiten folgt bei 
Vernachlässigung kleiner Grössen zweiter Ordnung 

m {^^ "" ^^" "" ^'"^ ^^" "" ^'"^ "^ ^^'^ ~ ^'"^ ^'" "" ^""^ 



182 Neunter Abschnitt. - §§ 72, 78. 

oder mit Rücksicht auf (1) 

(10) A = (gn — |„) COS «,„„ + (fin — flm)c09ßmn + (5n — ?m) COSy^n- 

Der Beitrag einer an m und n wirkenden Kraft 5 zu S) ist nach (5) 

— S (fcn COS Omn + Vm COS ßmn + fm COS y^n) 

— S (gn COS «nm + Vn COS /5«,„ + tn COS ^nm)- 

Dies gilt auch, wenn einer der Punkte m, n ausserhalb des Systems 
liegt; denn obwohl in diesem Falle der betreffende Punkt nicht in 
(5) auftritt^ so können wir ihn doch deshalb in vorstehendem Aus- 
drucke berücksichtigen, weil er nun nach unserer Voraussetzung 
bezüglich der in ® aufgenommenen Stabkräfte eine feste Lage 
gegen das Goordinatensystem hat, womit seine g, i}, £ gleich Null 
werden. Aus (1) folgen 

cos Knm = COS Umn, COS ßnm = — COS ßr^t, COS ynm = — COS ymn, 

und wir erhalten, wenn ^ sämmtliche s Stabe zwischen System- 
punkten oder Systempunkten und festen äusseren Punkten umfasst, 

2 

s 

Das d'Alembert'sche Princip drückt sich damit für unsern Fall aus 

k \ ^ s k 

und das Princip des virtuellen Verrückungen 

(13) ^Sl ^^(Xi+Tn + zt). 

8 k 

Bedeuten 

(14) i = dx = udt, rj = dy = vdt, ^ = d0 = wdt 

die wirklichen Verrückungen der Systempunkte im Zeitelemente dty 
so wird aus G die entsprechende Aenderung der lebendigen Kraft 

k k 



(11) 2)="^SA. 



(15) dL = ^ ~— "^^ m(udu -{- vdv + wdw) 



und aus 2) die entsprechende Arbeit zur Ueberwindung der wirk- 
lichen Stabkräfte 

(16) dD = ^8dl 

Als Ausdruck des Satzes von den lebendigen Kräften aber folgt 
aus (12) (14) 

(17) dL-\-dB='^ {Xdx + Ydy + Zdz). 
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Sind sämmtliche äusseren und inneren Kräfte eines Punkt- 
systems Stabkräfte, welche von Systempunkten oder festen äusseren 
Punkten ausgehen, dann werden in (12), (13), (17) die rechten 
Seiten gleich Null. 

§ 73. Bereohnxmg von Punktsystemen. 
Ein System von h Punkten enthalte zur Zeit t innere Kräfte 

in s der existirenden h Verbindungsgeraden (§ 79). üeber das 

Gesetz der einzelnen Stabkräfte wird nichts vorausgesetzt, die zu- 
gehörigen Verbindungsgeraden bezeichnen wir wie in § 72 zur 
Unterscheidung von den übrigen als Stäbe. Aeussere Kräfte greifen 
in beliebig vielen der k Systempunkte an, sie sind zum Theil un- 
mittelbar gegeben, zum Theil als Reactionen ausserhalb des Systems 
gelegener Stützen entstanden. Je nachdem eine Stütze die freie 
Bewegung des gestützten Punktes nach einer Richtung, zwei oder 
drei Richtungen vorschreibt, ist ihre Reaction durch eine Componente, 
zwei oder drei Componenten bestimmt. Im Ganzen mögen die zur 
Zeit t vorhandenen Stützenreactionen von r unabhängigen Com- 
ponenten abhängen. 

Wir gehen von irgend einem Anfangszustand aus, in welchem unter 
Einwirkung beliebiger äusserer und innerer Kräfte der Punkt m bei 
Xm, ym, 0m uud der mit ihm durch einen Stab der Länge 1 verbun- 
dene Punkt n bei Xn^ ffn, ^n lag. Infolge beliebig grosser Verrückungen 
sind die Punkte m und n zur Zeit t nach a?m + Im, ^m + ^mj ^m + tm 
und Xn + In, yn-hVn} ^» + tn gelangt^ während der verbindende Stab l 
die Länge Z + ^ ^^^ ^^® Beanspruchung S erreicht hat. Sind nun für 
Punkt m die resultirenden Componenten der äusseren Kräfte und die 
Geschwindigkeiten in den Richtimgen rc, y, z durch X^, Fm, Zm und 

^i; Um — -^, '^'^~ dt ' ^m— ^^ 

bezeichnet, so lassen sich die Beziehungen § 72, (2) wie folgt schreiben 

du^ ^— f ^« + I« — ^« — S. 



(2) 



m 

dv ^-^ 

m 
m 





1 + 


X 




J 


Vn 


+ nn- 


ym 


-■nm 






1 + 


X 




} 


«« 


+ f»- 


'm 


-im 


• 



Die Summen ^^ sollen nun auf alle im Punkte m eintreflFenden 

m 

Stäbe erstreckt werden. 
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Denkt man sich die Z -j- ^ nsich § 72, (8) in (2) eingesetzt, so 
entstehen bei Je Systempunkten Sk Gleichungen zwischen äusseren 
Kräften, Stabkräften, Verrückungen und Beschleunigungen, Von 
den 3 Je auftretenden Verrückungen sind ebensoviel durch die Be- 
wegung der Stützen bestimmt, als unabhängige Reactionscomponenten 
vorkommen. Die 3 Je Gleichungen reichen also gerade aus, die 
3 Je — r unabhängigen Verrückungen und r unabhängigen Beactions- 
componenten zu berechnen, durch welche die neuen Lagen aller 
Systempunkte und sämmtliche äussere Kräfte bestimmt sind, vor- 
ausgesetzt, dass sich die Beschleunigungen und Stabkräfte als Func- 
tionen der in (2) auftretenden und bekannter Grössen eindeutig 
ausdrücken lassen. Beispielsweise sind die Probleme des GleichgewicJits 
von PunJetsystemen mit beliebig vielen Stäben vollständig bestimmt^ 
wenn die StdbJeräfte als Functionen der Stäblängen und anderer äugen- 
blicJelicJi beJcannter Grössen a, /3, ... gegeben werden. Man drückt 
die S den Kraftgesetzen gemäss mittelst § 72, (8) durch die Ver- 
rückungen aus, substituirt die Ausdrücke 

(3) 8-^fi^,v,t...) 

in (2), findet mittelst 3 Je solcher Je Gleichungen sämmtliche Ver- 
rückungen und nicht gegebenen äusseren Kräfte, wonach alle Stab- 
kräfte aus Gleichungen der Form (3) folgen. 

Die Verrückungen seien jetzt gegenüber den anfänglichen 
Coordinaten und die X gegenüber den l verschwindend klein. Dann 
folgen aus (2) mit den Bezeichnungen § 72, (1) 

m -jj- = X„, + > Scos a„,n, 



(4) 



m 



dv 
m 



= ¥„,+ yScOSßr 



^^ — -^m n^ ^^ >^ ^^o t'mny 



m 



dw^ --^ 

m^=Zm+ yScoay 



dt ^"» ^ ^ 



mn) 
m 



während für A die Ausdrücke § 72, (9) (10) gelten. Multiplicirt 
man die Gleichungen (4) der Reihe nach mit §,„, i^,«, f„, (wobei 
Sm, i?m, Sm uicht uur die obigen Verrückungen, sondern auch irgend 
welche genügend kleine virtuelle Verrückungen bedeuten können), 
verfährt analog mit den entsprechenden Gleichungen der übrigen 
Systempunkte und addirt dann alle 3 Je Gleichungen, so folgt mit 
den Bezeichnungen G, Ä, 2) des § 72 wie dort die Beziehung 
(5) G = Ä - ®, 

welche das d'Alembertsche Princip und bei verschwindenden Be- 
schleunigungen oder G = das Princip der virtuellen Verrückungen 
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darstellt. Ä drückt die Arbeit der äusseren Kräfte und 3) die Arbeit 
zur Ueberwindung der inneren Kräfte während der fraglichen Ver- 
rückungen für den Fall aus, dass die Kräfte mit ihren Werthen 
zur Zeit t constant gedacht werden. Die Gesammtarheit der inneren 
Kräfte ist nach § 72, (11) nur durch Entfernungsänderungen der 
SystempunJcte bedingt. 

Wie in § 72 würde sich die Beziehung (5) auch gefunden 

haben, wenn wir in ^^ S) neben den inneren Kräften Stabkräfte 

m 

nach solchen äusseren Punkten aufgenommen hätten, welche hin- 
sichtlich des Coordinatensystems festliegen. Nur hätten dann diese 
äusseren Kräfte in Xm, Ym, Zm unberücksichtigt zu bleiben und 
die vorerwähnte Deutung von Ä, 2) der in § 72 gegebenen zu 
weichen. 

In § 39 fanden wir für beliebige Korper mit Ä = SR + © 

worin S) als Arbeit zur Ueberwindung der constant gedachten 
inneren Kräfte während der relativen Bewegungen der Punkte gegen- 
einander (§ 40) dieselbe Bedeutung wie hier hat. Für solche Körper, 
welche als Punktsysteme gelten, deren sämmtliche innere Kräfte 
Stabkräfte sind, besteht aber Gleichung (5) oder § 72, (6). Daher 
hat man für diesen Fall in allen Gleichungen der §§ 39 — 42, 44 

3i = 0, d,9fl = 0, dR = 0. 

Arbeiten infolge von Unstetigkeiten der Verrückungen treten nicht 
auf. Haben wir mehrere Theilsysteme, welche obiger Bedingung 
bezüglich der inneren Kräfte genügen (z. B. feste Stäbe), während 
zwischen ihnen Beibungen auftreten (etwa in Gelenken), so sind 
die letzten Gleichungen für das ganze Punktsystem nicht erfüllt. 

§ 74. Die Versohiebtingsarbeit. 

Wir bleiben bei dem im § 73 betrachteten Fall innerer Stab- 
kräfte, ^mj Vmj Sm mögen die wirkliehen Verrückungen gegen die 
Lagen Xm, ymy ^m bedeuten. Wären die Stabkräfte 8 während des 
Eintretens der ganzen Verrückungen constant wie zur Zeit ty so 
würde die zur Ueberwindung der inneren Kräfte nöthige Arbeit 
sich ausdrücken 

(1) 2) = 2fifA. 

Für den allgemeineren Fall, dass die S während der Längenände- 
rungen ihrer Stäbe variabel sind, führen wir ein 
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(2) B^^JSdk 

s 

und bezeichnen diese Arbeit als Verschiebungsarbeit ^ mag die 
virtuelle Verschiebungsarbeit heissen. Für constante S führt (2) 
wieder auf die speciellere Formel (1). 

Die Arbeit S) ist eine Function der zur Zeit t erreichten Be- 
anspruchungen S und Längenänderungen k oder Verrückungen |, 
fl, %. Diese Grössen können unter gegebenen Verhältnissen des 
Systems (z. 6. festen Punkten, vorgeschriebenen Bahnen, bestimmten 
Kräften und Beschleunigungen) je nach begleitenden Umständen 
verschiedene Werthe annehmen. Wir erhalten jedoch alle mit den 
gestellten Bedingungen verträglichen Variationen von S), wenn wir 
die 8 und X oder |, ij, J; selbst ihre Werthe in beliebiger zuläs- 
siger Weise um unendlich wenig ändern lassen. Die vollständige 
Variation von 3) ist 

(3) *D = *,» + *, 3), 
worin 

(4) d,S) = 2^S*A, Ss^ = ^XdS 

9 9 

die Variationen von ®, wenn die Verrückungen bei constanten 
Stabkräften und die Stabkräfte bei constanten Verrückungen ihre 
Werthe nur unendlich wenig ändern. 

Nach (2) stellt 

(5) d,S) = dD 

in jedem Falle die Verschiebungsarbeit für die vorausgesetzten 
Aenderungen der Stabkräfte und Verrückungen dar. Sodann ist 
nach § 73, (5) wegen S,G = 

(6) d,® = d.S = ^{USXm + VmÖYm + USZm). 

k 

Die Arbeit ^ der constant gedachten äusseren Kräfte können wir 
uns zerlegt denken' in die Arbeit & der gegebenen oder durch die 
gegebenen Verhältnisse bestimmten äusseren Kräfte und in die 
Arbeit U der von den S, X abhängigen Reactionen 

(7) ^ = ® + U. 
Aus (6) folgt hiernach 

(8) d,S) = d,U 
und mit (3), (5) 

(9) d2) = dD4-d,U. 

Gewölmliclier Fall. Es sei nun 8 eine den Bedingungen des 
Taylor'schen Lehrsatzes entsprechende Function der Stablänge l und 
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irgend welcher anderer Grössen a, 6, c, . . . Ist dann P der Werth 
von S zu Beginn der betrachteten Verruckungen und bedeuten 
L, A, By . . . die partiellen Derivirten von S nach Z, a, 6, . , . för 
diesen Beginn, dann hat man nach den Aenderungen Xj a, ß, , . . 
von a, 6, c, . . . dem Taylor^schen Satze zufolge, 

(10) /S = P + ZA + ^a + B/3 -I 

Die mit Quadraten, Producten und höheren Potenzen der A, a, /3, . . . 
multiplicirten Glieder verschwinden, wenn entweder erstere selbst 
oder ihre Coefficienten klein genug sind, was wir voraussetzen. 
Im Uebrigen kann das Gesetz (10) für aile Stabkräfte verschie- 
den sein. 

Mit der Bezeichnung 

(11) J = Äa + Bß^ 

liefern die Gleichungen (1), (2) 

(12). ® = ^(PA + LA* + TA), 

(13) D = ^(Pl + ^ + fTdXJ 

und hieraus folgt wegen 

X X 

lk=JldX+Jkdl 



die Beziehung 

(14) © = 2D ~ 2 P'^ "~ 2S^^^ ^ ^^'^y 

s «0 

Nach (9), (14) aber hat man für Punktsysteme, deren sämmtliche 
inneren Kräfte der Form (10) entsprechen, die vollständige Variation 
der Verschiebungsarbeit 

(15) SD = *,U + ^(Pdk - Jäk + A*T). 

s 

Aus (15) folgt, dass für d,U = die Stabkräfte, Verrückungen 
und Functionen derselben Werthe haben, wie sie einem Maximum 
oder Minimum der Arbeiten D, S) entsprechen: a) wenn sämmt- 
liche P und T verschwinden, die 8 also bei beliebigen Verhältniss- 
zahlen L den Längenänderungen A proportional sind; h) wenn in 

(15) die Summe ^^ gleich Null ist, also beispielsweise, wenn bei 

8 

m 

verschwindendem ^tPSk nur innere Centralkräffce vorkommen. — 
Im Allgemeinen sind für den Fall innerer Centralkräfle die Arbeiten 
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Maxima oder Minima. — In allen bekannten Fällen lassen sich D^ ^ 
unter obigen Voraussetzungen als Summen von Quadraten darstellen 
und kommen dann bei nur einer Lösung lediglich Minima der D, % 
in Frage. 

§ 75. Ooezistenz kleiner Bewegungen. 

Der einem beliebigen Punktsystem angehörige Punkt m lag zur 
Zeit Iq bei Xm, ffm, ^m und ist zu irgend einer späteren Zeit nach 
^m + Im, Vm + Vm, ^m + tm gelangt. Sind dann alle inneren Kräfte 
Stabkräfte und die |, i}, g gegenüber den x^ y, z verschwindend 
klein, so bestehen nach § 73 zur Zeit t die Gleichungen 



(1) 



m 



r = ^m + ^ S cos amn, 



dt* 

m 



m^^=^Y„ + ^Scosß, 



m 



m 



|r = ^m + ^ S cos ymn- 



dV 

m 



Die Summen ^^ beziehen sich auf alle in m eintreffenden Stäbe, 



m 



ccmn, ßmnf Ymn siud uuT vou den Anfangslagen der Punkte m, n ab- 
hängig und Xot, Ymy Zm bezeichnen die resultirenden Componenten 
der auf m wirkenden äusseren Kräfte in den Richtungen x, y, z. 
Diese äusseren Kräfte können zum Theil gegeben oder durch die 
gegebenen Kräfte allein bestimmt sein, zum Theil aber auch von 
den inneren Kräften mit abhängen. Bei Erzeugung der fraglichen 
Verrückungen dürfen beliebige Ursachen zusammengewirkt haben. 
Es mögen nun irgend welchen ürsachencomplexen U\ ?/",••" 
einzeln Spannungen entsprechen, welche wir, wie alle zugehörigen 
Grössen, durch die Indices der betreffenden ü auszeichnen. Dann 
folgen aus der ersten Gleichung (1) 





= X' + ^ iS' cos amn, 
m 


dn" 

*" dt^ 

.... 


^ X" + ^ S" coa a„.n, 

m 



Wirken alle Ursachencomplexe zusammen, so addiren sich gegebene 
äussere Kräfte. Wäre auch allgemein 

8 = 8-^8 "f- • • •, 
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so würden sich die von den inneren Kräften abhängigen äusseren 
Kräfte (Reactionen) ebenfalls summiren und durch Addition folgen 



d^ 



m 



dt' 



~r ^*2 T" 



d«(|' + £" + ...) 



dt 



dt' 



d^ . dl' 



dt' 



d(r + r + '-) 

dt 



dt- =^o + ir+ dir ^0 + 

i^ = t.o(^-o + r + r + --- 

Analoge Beziehungen entstehen aus den beiden letzten Gleichungen 
(1), wir können aussprechen: Wenn mehrere Complexe von Ursachen 
einzeln Stahlcräfte erzeugen, welche sich heim ZtisammemvirJcen aller Ur- 
sachen addiren, dann entsteht die resultirende Bewegung durch Ueher- 
einanderlagerung der anfanglichen tmd der von den einzelnen Complexen 
erzeugten Bewegungen, es Icönnen die Einzelhewegungen als nebenein- 
ander existirend hetra^chtet werden. Erzeugt z. B. jeder Ursachen- 
complex für sich Gleichgewicht, so wird auch beim Zusammen- 
wirken aller Complexe Gleichgewicht bestehen. 

Setzen wir jetzt die Gültigkeit dieses Princips der Coexistenz 
voraus. Unter Einwirkung der gegebenen äusseren Kräfte und 
sonstiger Ursachen möge Gleichgewicht hinsichtlich unseres Coor- 
dinatensystems möglich sein, während augenblicklich eine Bewegung 
existirt. Geben wir allen Grössen, welche dem Gleichgewichts- 
zustande entsprechen, den Index ', so folgen aus (1) 

d«r 



(2) 



m 



m 



dt* 



= X' + ^ S' cos Umn^ 



m 



^^^o=r-i-^s'oo8ß^n, 



m 



m 



^ = = Z' +^S'coaYn.n. 



m 



Sind femer zur Zeit t die ganzen Verrückungen durch Im = S' + 1"? 
fl^TO = 1^' + v'} 5m = 6' + 5" und die Stabkräfte und äusseren Kräfte 
in analoger Weise bezeichnet, dann haben wir für die Bewegung 
gegen die Gleichgewichtslagen 



(3) r = Im - r, V' = Vm 



V 



b — bm b ? 



(dl," 



(4) 



d (im - «') 



dt 




dt 




> 


dri' 




äinm- 


V) 




dt 


dt 




; 


dr 




<*««- 


n 





dt 



dt 
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und hieraus, sowie durch Subtraction entsprechender Gleichungen 
(1) und (2) 



(5) 



- = X + ^ iS cos «„,, 



dt» 


dt* 


dW 


d' (Vn, - V) 


dt* 


"^ dt* 


d'r 


ä' (f„ - r) 



m 



= r" + 2^ s" cos ß^„ 



m 



dt* dt* 



= r +2^5" 



cosy, 



mfi* 



m 



In diesen Gleichungen sind X" = Y" = Z" = 0, wenn alle an m 
wirkenden äusseren Kräfte gegeben oder durch die gegebenen Kräfte 
allein bestimmt sind, während anderenfalls einer unbekannten Re- 
actionscomponente eine bekannte Beschleunigungscompoiiente ent- 
spricht (§ 73), sodass die betreffende Gleichung zur Berechnung der 
Reactionscomponente dienen kann. 

Vergleicht man die für die Beschleunigungen gefundenen Aus- 
drücke (5) mit (1), so ergibt sich bei Berücksichtigung von (3) (4) 
der Satz: Unter VorausseUwng des Princips der Coexistenz folgen die 
Bewegungen der Systempunkte um die gegebenen äusseren Kräften ent- 
sprechenden Geichgewichtslagen denselben Gesetzen wie die Bewegungen, 
welche die Systempunkte um ihre anfänglichen Lagen bei Wegfall der 
erwähnten äusseren Kräfte ausführen würden (§ 37). 

Können wir (§ 74) bei verschwindend kleinen Verrückungen 

S=P + LX + Aa + Bß'\ 

setzen, worin P, L, Ä, B, * * ' Constante bedeuten, dann besteht 
für die Ursachen P, A, a, /3, • • oder wegen § 72, (10) auch für die 
Ursachen P, |, iy, g, a, /3, • • und Theile derselben das Princip der 
Coexistenz (X. Abschnitt). 

§ 76. Energie bei inneren Badialkräiten. 

Als Radialkräfte oder Stabkräfte wurden bisher Kräfte be- 
zeichnet, welche zwar in den Verbindungsgeraden einander beein- 
flussender Punkte m, n wirken, deren Abhängigkeitsgesetz aber ein 
ganz beliebiges ist. Ziehen wir jetzt den Fall in Betracht, dass 
sämmtliche inneren Kräfte eines Punktsystems Stabkräfte sind, 
welche irgend welche Gesetze der im VII. Abschnitte angewandten 
Form 

(1) S = mn [F{1) — i] 

befolgen, worin ganz allgemein i eine Function derjenigen Grössen 
bedeutet, welche neben der Entfernung l auf 8 Einfluss nehmen. 
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Die Centralkräfte bilden einen »peciellen Fall dieser Stabkräfte und 
ebenso die in § 74, (10) ausgedrückten Kräfte. Den äusseren Kräften 
wird keinerlei Beschränkung auferlegt. 

In § 72 ergab sich die Aenderung der lebendigen Kraft oder 
actuellen Energie eines Punktsystems mit inneren Radialkräften für 
ein Zeitelement dt 

(2) dL = dK- dB, 
worin jetzt 

(3) dK= yj^Xdx-i- Ydy + Zd^) 

k 

die Arbeit der äusseren Kräfte und 

(4) dD = ^Sdl 

* s 

die Arbeit zur üeberwindung der inneren Kräfte oder Verschiebungs- 
arbeit bedeutet. Nach (1) besteht für die inneren Kräfte eine Func- 
tion / der Coordinaten oder specieller der Entfernungen auf ein- 
ander wirkender Punkte allein, deren vollständiges DiflFerential sich 
ausdrückt 

(5) dl= y^mnF(J)dl^dD+ y^mnidl 

8 » 

Wir werden / die innere potentielle Energie nennen. 

Für ein von f^ bis t reichendes Zeitintervall folgen mit 

t t 



(6) K = V C{X dx + Ydy + Zdz), ^ = ^ f 



8 dl 



und der Bezeichnung 



t 
i dl 



(7) SB = — VwnTi 

aus (5), (2) die Beziehungen 

(8) J-Io = D-aS, 

(9) L^L, + D^K=L-Lo + I—Io + ^, 

(10) L + I+^ = L, + I, + K 

Da I — Iq jedesmal verschwindet, wenn die Systempunkte ihre an- 
fänglichen relativen Lagen wieder einnehmen, so lässt sich für ^ «= 
aussprechen: Wenn ein Punktsystem nur unter dem Arbeitseinflusse 
innerer Radialkräfte der Form (1) steht, so sind von einer belie- 
bigen Zeit tQ an gerechnet die Summe i + SS und innere potentielle 
Energie I zu allen Zeiten dieselben, zu welchen alle einander be-- 
einflussenden Punkte dieselben relativen Lagen gegen einander haben; 
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bis zu jeder Zeit t ist der Gewinn an L + SB gleich dem Ver- 
luste an /, die Summe i + SB + / bleibt constant. Gleichung (9) 
aber sagt: Wenn ein Punktsystem unter dem Arbeitseinflusse be- 
liebiger äusserer Kräffce und innerer Radialkräfte der Form (1) steht^ 
dann ist in jedem Zeitintervall die Arbeit der äusseren Kräfte gleich 
der Summe der Aenderungen von (äusserer) actueller und innerer 
potentieller Energie. 

Specieller Fall. In einem Systeme mögen nur actuelle und 
potentielle Energie der ungetheilten Systempunkte vorkommen und 
die Aenderungen dieser Gesammtenergie allein durch die Arbeit 
äusserer Kräfte und innerer Radialkräfte der Form (1) bedingt sein. 
Dann muss die neben / — Iq zur Ueberwindung innerer Kräfte auf- 
gewandte Arbeit SB zu Aenderung einer inneren Bewegung gedient 
haben und man kann von äusserer und innerer actueller Energie 
sprechen^ ebenso wie in § 70 von äusserer und innerer potentieller 
Energie oder wie oben allgemeiner von Arbeit äusserer Kräfte und 
innerer potentieller Energie. Zu jeder Zeit t ist die ganze innere 
oder virtuelle Energie 

(11) Z7=j+ir, 

unter W die innere actuelle Energie verstanden. Für ein Zeitintervall 
von t^ bis t hat man 

(12) W-W, = %&, U-U,^I-I, + ^, 

während die Gesammtenergie zur Zeit t nach (10) 

(13) i; = i+ir=z,+ ^, + jr=^o + z: 

Speciell wenn keine äusseren Kräfte wirken, hat man 

(14) E=L+U=L-\-W+I^L,+ W, + I,==L,+ U, = E,, 

und in Worten: Wenn ein Punktsystem, welches nur actuelle und 
potentielle Energie der Systempunkte enthält, lediglich unter dem 
Arbeitseinflusse innerer Radialkräfte der Form (1) steht, dann sind 
die potentielle Energie / und Summe der äusseren und inneren 
actuellen Energie i + TF zu allen Zeiten dieselben, in welchen alle 
Systempunkte dieselben relativen Lagen gegen einander haben; in 
jedem Zeitintervall ist der Gewinn an Energie i + TF gleich dem 
Verluste an Energie / oder der Gewinn an äusserer actueller Energie 
L gleich dem Verluste an virtueller Energie J7, die Gesammtenergie 
des Systems E bleibt constant. 

§ 77. Ueber die Beduotion auf Centralkr&fte. 
Als HdmholU im Jahre 1847 das Princip von der Erhaltung 
der Energie für den Fall von Centralkräften aussprach, fügte er 
hinzu, dass die Hauptaufgabe der Naturwissenschaft darin bestehe, 
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;;die Naturerscheinungen zurückzuführen auf unveränderliche an- 
ziehende und abstossende Kräfte^ deren Intensität (nur) von der Ent- 
fernung abhängt'^ Man kann nicht behaupten^ dass seither in dieser 
Richtung wesentliche Fortschritte gemacht seien, im Gegentheil 
scheint das Misslingen der Bückführung electrodynamischer Erschei- 
nungen auf Centralkräfte von einer Aufgabe abgelenkt zu haben, 
deren Lösbarkeit HelmhoUz als Bedingung der vollständigen Be- 
greiflichkeit der Natur erklärte. 

Es kann dahingestellt bleiben, .ob nicht alle Kräfte auf dyna- 
mische Einwirkungen zurückzuführen sind. Jedenfalls kommt es 
bei Versuchen zur Auflösung irgend welcher Kräfte in Centralkräfte 
darauf an, die Kräfte, soweit möglich, in Componenten zu zerlegen 
und alles als Bewegung Erkannte oder Erklärbare auf die gleiche, 
den Kräften oder Arbeiten entgegengesetzte Seite der Bewegungs- 
gleichungen zu bringen. Letzterer Forderung hat man bisher nicht 
überall Rechnung getragen; sie führt dahin, zwei oder mehrere Be- 
wegungen gleichzeitig zu betrachten. Da auch wir im VII. Abschnitte 
genöthigt waren, Radialkräfte zwischen den Körperpunkten an die 
Stelle von Centralkräften zu setzen, so möge kurz an einem Bei- 
spiele gezeigt werden, wie man sich die Reduction auf Centralkräfte 
unter Umständen denken kann. Wir gehen dabei von der Annahme 
aus, dass die Kräfte zwischen je zwei Systempunkten theilweise zur 
Aenderung einer der bisher betrachteten, sagen wir offenen, Be- 
wegung coexistirenden inneren Bewegung dienen, oder von einer 
solchen herrühren. 

Für einen Systempunkt m seien wie bisher die Geschwindig- 
keiten der offenen Bewegung und die resultirenden Componenten der 
äusseren Kräfte in den Richtungen x, y, durch Um, Vm, Wm und 
Xmf Tm} Zm bezeichnet. Ist nun Smn die Beschleunigung der er- 
wähnten inneren Bewegung in der Richtung auf den Systempunkt n, 
nach welchem die Kraft 8 führt, dann bestehen mit § 72, (1) die 
Gleichungen 



(1) 



du 



m 

m 



dt 

dw. 



m 

m 



+ ^ Smn COS Umn = Xm + ^ S COB «mn, 
m m 

+ ^ Smn COS ßmn = Ym + ^ S COS ßmny 
m m 

+ ^ Smn COS ymn =^ Zm + ^ 8 COS Ymn- 



dt 

m m 



Denkt man sich dieselben für alle Systempunkte angeschrieben 
und multiplicirt mit beliebigen virtuellen Verrückungen ^my i?m; 5m, 
so folgt durch Addition mit den Bezeichnungen G, Ä, S) des § 72 und 

Weyrauch, Theorie elastischer Körper. 18 
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(2) 



5 = ^ fim W^ ^Smn COS «,;,„ + IJ,» *^^!^ ^"»« ^^^ /*"»» 



+ U W ^ Smn COS y,„„ j , 

m 

die Beziehung 

(3) ö + 5 = t — 3). 

Zu f$ tragen die inneren Beschleimigongen von m in der Richtung n 
und von n in der Richtung auf. m bei; 

^Smn (6m COS «;„« + Vm COS ßmn + Sm COS ymn) 
+ W5nm (6n COS Unm + 1?n COS ßnm + Sn COS y«»»). 

Da aber mSmn und ns^im von derselben Wechselwirkung herrühren^ 
SO hat man 

(4) mSmn ==» nsnm — wnt, 

(5) S = «mn + Snm = (w + w) i, 

und mit Rücksicht auf 

cos anm = — cos CCmn, 
COS /S«TO = — COS ßmn, 
COS ynm = — COS y^«, 

als Beitrag der Beschleunigungen von m und n gegen einander 
— mni [(g„ — 6;„) cos a^n + (rjn ~ Vm) cos /S,n« + (&I— Sm) cos ymn\ 

unter A entsprechend § 72^ (9) die mit den virtuellen Verrückungen 
verbundene Aenderung der Entfernung mn = l verstanden. Wir 

erhalten also^ wenn ^^ auf alle Radialkräfte S ausgedehnt wird, 

(6) g^_2'm«U = -2'„-n^«A, 

und können anstatt (3) schreiben 



(') 



2'^{^i+i'>+w()-2""''' 



k 

k s 

worin für äusseres Gleichgewicht die erste Summe verschwindet. 

Die Gleichung (7) gilt, bei beliebigem Abhängigkeitsgesetz der 
S und beliebigen Verrückungen, lediglich unter der Voraussetzung, 
dass die einzelnen 8 zum Theil (in positivem oder negativem Sinne) 
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auf Erzeugung einer inneren Bewegung verwendet werden. Nehmen 
wir nun für 8 Centralkräfte irgend welchen Gesetzes 

(8) S^mnFil)=^;^f{l) 

an, so stimmt Gleichung (7) genau überein mit der für den Fall 
innerer Badialkräfte 

(9) S^mn [Fil) -1] = -^ [/-(i) - s] 

gültigen Grundgleichung § 72, (12). Es ist also hier ganz gleich- 
gültig, ob wir nur die offene Bewegung ins Auge fassen und innere 
ßadialkräfte (9) annehmen, oder ob wir in obiger Weise zweierlei 
Bewegungen zusammen betrachten und Centralkräfte voraussetzen. 
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X. Abschnitt. 
Gleichgewiclit von Stabsystemen. 

Eine Anzahl materieller Punkte, welche wir auch Knotenpunkte 
nennen wollen, sei durch beliebig viele gerade gewichtslose Stäbe 
zu einem Systeme vereinigt. Aeussere Kräfte greifen allein in 
Knotenpunkten an. In diesen hängen die Stäbe durch reibungslose 
Gelenke zusammen, sodass nur in den Verbindungsgeraden innere 
Kräfte auftreten können. Da die Knotenpunkte ein Punktsystem 
der zuletzt betrachteten Art bilden, so bestehen für dies System der 
Knotenpunkte die im IX. Abschnitte erhaltenen Beziehungen. Sind 
die Stäbe durch feste Körper gebildet (deren Masse in den Knoten- 
punkten concentrirt gedacht wird), dann gelten für das System der 
Körperpunkte die für beliebige Körper und feste Körper abgeleiteten 
Gesetze. 

Die vorerwähnten Stabsystetne spielen im Ingenieurwesen eine 
sehr bedeutende Bolle, da alle „Fachwerke'* (aus einzelnen Stäben 
bestehende Brückenträger, Dachstühle, Pfeiler u. s. w.) «unter obigen 
Voraussetzungen berechnet zu werden pflegen. Mit Rücksicht hier- 
auf und zu besserer Beurtheilung bereits betrachteter Systeme sol 
das Gleichgewicht der fraglichen Stabsysteme hier allgemein unter- 
sucht werden. Besondere Beachtung werden wir den statisch un- 
bestimmten Systemen schenken (§ 78), da für statisch bestimmte 
Systeme die Beziehungen der Elasticitätslehre nur von untergeord- 
neter Bedeutung sind. 

§ 78. Statisch bestimmte und statisch unbestimmte, stabile und 

labile Stabsysteme. 

Ein Stabsystem von k Knotenpunkten und s wirksamen Stäben 
sei hinsichtlich eines rechtwinkligen Goordinatensystems im Gleich- 
gewicht. Aeussere Kräfte greifen in beliebig vielen Knotenpunkten 
an; sie sind zum Theil als Activkräffce (gewöhnlich Lasten) un- 
mittelbar gegeben, zum Theil als Beactionen ausserhalb des Systems 
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gelegener Stützen entstandeu. Je nachdem eine Stütze die Bewegung 
des gestützten Knotenpunktes nach drei^ zwei von einander unab- 
hängigen Richtungen oder nach einer solchen vorschreibt (gewöhn- 
lich hindert); kann ihre Beaction durch drei; zwe^ Gomponenten 
oder eine Gomponente bestimmt sein. Im Ganzen mögen die augen- 
blicklichen Stützenreactionen von r Bea^ctionsbedingungen oder von 
einander unabhängigen Gomponenten abhängen. Ueber die Gesetze 
der inneren Kräfte oder Stabkräfte S wird vorläufig nichts voraus- 
gesetzt; doch werden wir die S als positiv oder negativ einführen, 
je nachdem der verbindende Stab; dessen Widerstand die Stabkräfte 
liefert; gezogen oder gedrückt wird. 

Ein Stcibsystem heisst statisch bestimmt oder statisch unbestimmt, 
je nachdem für gegebene äussere Activkräfte und beJcannt gedachte 
Knotenpunktslagen die Stützenreactionen und Stäbkräfte (unabhängig 
von den Gesetzen der letzteren) durch die Statik allein bestimmt 
sind oder nicht — Unser Stabsystem sei nach einer beliebigen Be- 
jvegung zum Gleichgewichte gelangt. Der Knotenpunkt m kam 
dabei aus der Anfangslage x^, y„», Zm in die Lage Xm + ^m, ym + Vm} 
Zm + Sm und ein mit ihm durch den Stab der anfänglichen Länge l 
verbundener Knotenpunkt n von a;„, y«; Zn nach Xn + Sn, Vn + i?n; 
^71 + In- Sind nun Xm, Ym, Zm die resultirenden Gomponenten der 
auf m in den Richtungen x, y, z wirkenden äusseren Kräfte und X 
die Längenänderungen von i, so lauten die Bedingungen für das 
Gleichgewicht an m 



(1) 





l-\-X 


»m 1^ 


-Xm 


= 0, 


2'«"- 

m 


+ »?» Vm 
l-^X 


'nm y 


r» 


= 0, 


m 


+ f» - «m - 


•m 1 


Zm 


-0, 



worin sich die ^p wie in § 73 auf sämmtliche in m eintreffenden 



m 



Stäbe beziehen. Bei k Knotenpunkten liefert uns die Statik SÄ 
solcher Gleichungen; welche durch die darin vorkommenden Grössen 
erfüllt sein müssen und zur Bestimmung von Unbekannten dienen 
können. Da bei bekannten Knotenpunktslagen wegen 

(i + A)2 = {Xn •\'ln—OCm'- gm)^ + (^n '\- ^n — Vm ^ ^mf 

+ (^n + S» — ^m — Uy 

auch die Stablängen bestimmt sind; so bleiben von Unbekannten 
nur die r unabhängigen Reactionscomponenten und s StabkräftC; 



(2) 
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es muss für statisch bestimmte Stabs jsteme s -f- r ^ 3% sein; wäh- 
rend für s -{' r>3h ein Stabsystem immer statisch unbestimmt ist. 
Ein Stabsystem heisst stabil oder labil y jenachdem bei bestimmten 
Stablängen (oifer gegen die l verschwindenden A) und unbeweglichen 
Stüteen (oder gegen deren x^ y, z verschwindenden 6, iy, J;), (ä)er ver- 
änderlichen äusseren Kräften die Knotenpunkte unveränderliche Gleich- 
gewichtslagen (oder gegen die x, y, e verschwindende £, i?; S) haben 
oder nickt. — Wir fassen wieder den oben betrachteten Fall ins 
Auge. Sollen alle Stablagen von den äusseren Kräften unabhängig 
(oder nur in verschwindendem Masse abhängig) sein^ dann müssen 
wir den unter dieser Voraussetzung aus (1) folgenden 3A; Gleichungen 



(2) 






X^ — X^ 

iü + Z„«- 0, 



^s^j-^ + r™ = 0, 



m 



Z — Z 
n m 



2^ , 

m 



+ ^m = 0, 



mit den als Unbekannte allein verfügbar bleibenden s Stabkräfken 
und r unabhängigen Beactionscomponenten genügen können, was 
nur für s + r ^ 3Ä der Fall ist. Für s + r < 3ifc dagegen findet 
Gleichgewicht erst unter den allgemeineren Bedingungen (1) statt^ 
und da diese zwischen Kräften und die Stablagen bestimmenden 
Grössen bestehen, so müssen fürs Gleichgewicht auch Lagebedingungen 
erfüllt sein. Treffen letztere beim Anbringen der äusseren Kräfte 
nicht zu, so findet auch kein Gleichgewicht statt und es verschiebt 
sich das System solange , bis Erfüllung eingetreten ist. Aendem 
wir dann etwas an den äusseren Kräften , so werden sich mit dem 
neuen System der Bedingungsgleichangen (1) auch die dadurch mit- 
bestimmten Stablagen ändern, wir haben ein labiles Stabsystem. 

Wir wissen jetzt, dass für statisch bestimmte Stabsysteme 
s -{- r ^SJc und für stabile Stabsysteme 5 + r ^ 3^ sein muss. 
Die Erfüllung dieser Bedingungen reicht jedoch nicht aus, um ein 
System statisch bestimmt oder stabil zu machen, es kommt nicht 
nur auf die Anzahl, sondern auch auf die Anordnung der Stäbe an. 
Man hat zu beachten, dass jede Stabkraft oder Reactionscomponente 
nur aus einer Gleichung bestimmt werden kann, in welcher sie vor- 
kommt, und dass sich umgekehrt mit einer Stabkraft oder Reactions- 
componente nur dann einer Gleichung genüg'en helfen lässt, wenn 
letztere die erstere enthält. Mit Rücksicht hierauf konnte Verfasser 
schon bei anderer Gelegenheit folgende Sätze geben: 
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d) Stabsysteme sind statisch bestimmt, wenn bei k Knotenpunkten 
die Anzahl der, wirksamen Stäbe und unabhängigen Beadionscompo- 
nenten s -{- r ^ 3 ist und dieselben den ihnen abliegenden Knoten- 
punkten so mgeunesen werden können, dass auf jeden Knotenpunkt 
mindestens drei Stäbe und Beactionscomponenten verschiedener Bichtungs- 
linien kommen. Im Ghrenzfalle 5 + r = 3Ä triM statisch bestimmte 
StcMlität ein, in allen andern Fällen haben wir statisch unbestimmte 
Systeme. 

b) Stabsysteme sind stabil, wenn bei k Knotenpunkten die Anzahl 
der mrksamen Stäbe und unabhängigen Beactionscomponenten s + r ^ 3ä 
ist und dieselben den ihnen anliegenden Knotenpunkten so zugewiesen 
werden können, dass auf jeden Knotenpunkt mindestens drei Stäbe und 
Beactionscomponenten verschiedener Bichtungslinien kommen. Im Grenz- 
fälle s •}- r ^^5k tritt statisch bestimmte Stabilität ein, in allen andern 
Fällen haben wir statisch unbestimmte Systeme. 




Fig. 18. 

Die Zuweisung macht sich in praktischen Fällen sehr leicht 
und übersichtlich; wenn man die Knotenpunkte mit lateinischen, die 
zugewiesenen Stäbe und Reactionscomponenten mit den entsprechen- 
den arabischen Ziffern bezeichnet. Wie schon angedeutet, sind in 
s + r nur wirksame Stäbe und Reactionscomponenten zu berück- 
sichtigen, man hat beispielsweise jeden Stab in s nur solange auf- 
zunehmen, als er die unter Voraussetzung seiner Wirksamkeit auf 
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ihn entfallende Beanspruchung S aushalten kann. Dagegen darf 
ein Stab; der nur Zug aufzunehmen hat^ durch einen genügend wider- 
standsfähigen Faden gebildet sein^ ja wir können Stäbe und Fäden 
ganz weglassen, wenn nur die in obigen Formeln auftretenden Kräfte 
S wirksam bleiben. In diesem Falle entsteht ein Punktsystem der 
in §§ 72 — 76 betrachteten Art und man kann also auch von sta- 
tisch bestimmten und statisch unbestimmten, stabilen und labilen 
Punktsystemen sprechen. Bei stabilen Punktsystemen können Be- 
wegungen der Systempunkte nur unter Ueberwindung von Stab- 

kräflen S vorkommen, 
bei labilen Punktsyste- 
men sind auch andere 
Bewegungen mögUch. 
Nach a) lassen sich 
statisch bestimmte Stab- 
systeme durch Zufügen 
'^•=pvon SJc — s — r geeig- 
neten Stäben und Reac- 
tionscomponenten sta- 
tisch bestimmt stabil 
machen, ein statisch be- 
stimmtes Stabsystem ist 
im Allgemeinen {3Jc — s 
— r) - fach labil , es 
müssen fürs Gleichge- 
wicht SJc — s + r Lage- 
bedingungen erfüllt sein. 
Bei stabilen Stabsyste- 
men lässt sich nach b) 
durch Wegnehmen von s + r — 3k geeigneten Stäben oder Reac- 
tionscomponenten statisch bestimmte Stabilität erreichen, das stabile 
Stabsystem ist im Allgemeinen (s + r — 3 2;) -fach statisch un- 
bestimmt, es müssen zur Berechnung aller Reactionen und Stabkräfte 
s + r — 3Jc Gleichungen ausserhalb der Statik gesucht werden. Jedes 
Stabsystem, welches weder den Bedingungen a) noch den Bedingungen 
6) genügt, ist theilweise statisch bestimmt labil, theilweise statisch 
unbestimmt stabil, kann aber natürlich auch statisch-bestimmt-stabile 
Stabgruppen enthalten. 

Bei Untersuchung ebener Stabsysteme (wenn alle Stabaxen und 
äusseren Kräfte stets in gleicher Ebene liegen) kommen für jeden 
Knotenpunkt nur zwei statische Bedingungsgleichungen in Betracht, 
weshalb dann oben überall 2k an Stelle von 3k und in den Sätzen 




Fig. 19. 
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a) b) „zwei Stäbe" an Stelle von „drei Stäbe" gesetzt werden kann. 
Ebenso sind im gleichen Falle die Reactionen schon durch eine 
oder zwei Componenten bestimmt, jenachdem der gestützte Knoten- 
punkt frei verschiebbar ist oder festliegt. 




\\\\Wx\N 



/J 



Fig. 20. 

Fassen wir einige Beispiele ins Auge. Ein abgestumpftes 
n-Eant der in Fig. 18, 19 angedeuteten Art mit geraden oder ge- 
brochenen Kanten (Pfeiler, Kuppeln) hat bei m Bingen k = nm 
Knotenpunkte und 

nm Ringstäbe, 

n(m — 1) Kantenstäbe, 

n(m — 1) Diagonalstäbe, 
im Ganzen s = n(3m — 2) Stäbe. 

Es sind also zur statisch bestimmten Stabilität 

3Ä — s = nm — n(ßm — 2) = 2w 

von einander unabhängige Reactionscomponenten nöthig. In Fig. 18 
ist die Stützung so gedacht, dass jede Stützenreaction von zwei un- 
abhängigen Componenten abhängt. Bei dem Dreikant Fig. 19 soll 
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Fig. 21. 



der Knotenpunkt XII festliegen, während X auf einer Linie und XI 
auf einer Fläche reibungslos gleitet. Die Zuweisung der Stäbe und 
Reactionscomponenten zeigt, dass die Anordnung derselben eine 
richtige ist. Es gilt dies auch noch, wenn beliebige Diagonalstäbe 
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ihre Stellung im Viereck wechseln. Dagegen entsteht durch Zu- 
fügen eines weiteren Stabes oder einer weiteren Beactionscompo- 
nente ein statisch-unbestimmt-stabiles System und durch Wegnehmen 
eines solchen Elements ein statisch-bestimmt-labiles System. Wird 



fir_* 



rm 10 I // xr 




IS 



Fig. 2fi. 

ein Diagonalstab aus seinem Viereck entfernt und mit einem andern 
kreuzweise in dessen Viereek gestellt^ so erhält man ein statisch- 
unbestimmt-labiles Stabsystem. — Läuft das n-Kant in einen Knoten- 
punkt aus (Thurmdächer^ Kuppeln)^ dann haben wir bei m Bingen 
Ä = nm + 1 Knotenpunkte^ sowie 

nm BingstabC; 

nm Kantenstäbe, 

n{m — 1) Diagonalstäbe, 
zusammen ^ = w(3m — 1) Stäbe. 

Das Stabsystem lässt sich durch 

3Ä — s = 3(ww + 1) — n(3w — 1) = w + 3 

nnabhängige Beactionscomponenten statisch-bestimmt-stabil machen. 



TW 




Fig. 83. 



In Fig. 19 können alle Stäbe und Beactionscomponenten bleiben^ 
da hier n + 3 = 6 ist und die hinzukommenden drei Stäbe sich 
dem neuen Knotenpunkte zuweisen lassen, in Fig, 18 verlangt die 
statisch-bestimmte Stabilität den Wegfall von drei Stäben oder 
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Reactionscomponenten. Die Auswahl kaon verschieden getroffen 
werden, über die Richtigkeit entscheidet die Zuweisung. — Von den 
ebenen Stabsystemen Fig. 20—30 sind 20—23, 25, 26, 28 statisch- 
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Eig. 24. 



bestimmt stabil, 24 und 27 stabil und einfach statisch unbestimmt, 
29 statisch-bestimmt und einfach labil, jede nicht senkrechte Kraft 
würde diesen Stab über die Stützen wegschieben. Das Stabsystem 



H 2 IT 1 TT € TB w XU ti M 1Z W i9 J77 16 J IM 




Kg. 25. 

Fig. 30 ist bei s Stäben statisch-bestimmt und (5 — 2) -fach labil, 
für 5 = 2 und 1 entstehen Fig. 26 und 27 und für s = 00 die 
statisch-bestimmte, cx>-fach labile Kette (Paden, Seile). 

§ 79. Aeussere und innere Stabilität iind Labilität. 

In § 78 hat sich gezeigt, welche Bedingungen die Gesammt- 
heit der s Stäbe und r unabhängigen Reactionscomponenten eines 
Stabsystems erfüllen muss, wenn letzteres stabil sein soll, wenn also 
bei starren Stäben und unbeweglichen Stützen keine Verrückungen 
der Knotenpunkte (bei gegen die l verschwindenden l der Stäbe 
und gegen die x^ y, z verschwindenden S, % % der Stützen aber nur die 
hierdurch bedingten verschwindend kleinen Goordinatenänderungen 
aller Knotenpunkte) entstehen sollen. Es fragt sich nun, unter 
welchen Voraussetzungen das Stabsystem insbesondere äusserlich 
stabil und innerlich stabil ist, sodass es bei starren Stäben gegen 
das Coordinatensystem bezw. in sich selbst un verschiebbar bleibt. 
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Denkt man sich die sechs Bedingangsgleichnngen angeschrieben^ 
welche durch die am ganzen System wirkenden änsseren und inneren 
Kräfte im Falle des Gleichgewichts erfcült sein müssen (Summe 
aller Kräfte parallel jeder Coordinatenaze gleich Null, Summe aller 
Momente um jede Coordinatenaxe gleich Null), so fallen die inneren 
Kräfte wegen doppelten Auftretens in entgegengesetzten Richtungen 
aus, die äusseren Kräfte müssen für sich im Gleichgewichte sein, Soll 
also das Stabsystem bei veränderlichen äusseren Kräften keine oder 
nur verschwindend kleine Yerrückungen gegen das Coordinaten- 
System erleiden, so müssen wir den zwischen den äusseren Kräften 
imd Functionen der Knotenpunkt scoordinaten bestehenden sechs Be- 
dingungsgleichungen mit den Stützenreactionen allein genügen können, 
was nur der Fall ist, wenn die Stützenreactionen von mindestens 
sechs unabhängigen Componenten abhängen, die sich den sie ent- 
haltenden Gleicliungen so zuweisen lassen, dass auf jede derselben 
wenigstens eine Componente kommt. 

Um festzustellen, durch wieviel von einander unabhängige Stab- 
längen die Lagen der Kjiotenpunkte gegen einander bestimmt sind, 
genügt es, einen Fall ins Auge zu fassen. Man kann drei Punkte 
durch ebensoviel starre Stäbe in feste Lagen gegen einander bringen. 
Kommt ein vierter Punkt hinzu, so sind drei weitere Verbindungs- 
stäbe möglich und die gleiche Anzahl nothig, um das System der 
vier Punkte in sich unverschiebbar zu machen. Für jeden folgenden 
Punkt erfordert die unveränderliche Verbindung mit dem System 
drei neue Stäbe, während im Ganzen soviel neue Verbindungsstäbe 
möglich werden, als bereits Punkte vorhanden sind. Auf diese Weise 
entsteht folgendes Schema: 

Anzahl Anzahl der Anzahl der 

der Punkte nöthigen Stäbe möglichen Stäbe 

10 

2 1 1 

3 3 3 

4 6 6 

5 9 10 

6 12 15 



Der Ausdruck 3Ä — 6 setzt ä; ^ 3 voraus, für ä = 1, 2, 3, 4 ist die 
Anzahl der nöthigen Stäbe gleich derjenigen der möglichen Stäbe. 
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In § 78 ergab sich, dass bei r unabhängigen Reactionscompo- 
nenten mindestens s = 3Ä — r Stäbe dazu gehören, ein Stabs jstem 
stabil zu machen. Oben fanden wir^ dass mindestens r = 6 sein 
muss; wenn das System äusserlich stabil sein soll. Da stabile Stab- 
systeme nothwendig auch äusserlich stabil sind (§ 78), so enthalten 
erstere wenigstens r = 6 unabhängige Beactionscomponenten und 
höchstens s = 3Ä — 6 unabhängige Stablängen. Beide Grenzzahlen 
treten im Falle innerer Stabilität ein. Für s < 3fc — 6 haben wir 
innerlich labile Stabsysteme und sollen dieselben im Ganzen stabil 
werden, so muss zur Erfüllung der Bedingung 5 + r ^ 3Ä die An- 
zahl der unabhängigen Reactionscomponenten r > 6 sein. Wir können 
aussprechen: JS?m Stäbsystem ist äusserlich stabil, wenn r^ 6 u/näb- 
hängige Reactionscomponenten wirksam sind, welche sich den nicht senk- 
recht dam liegenden Coordinatenaxen und Coordinaten^enen so zuweisen 
lassen, dass auf jede derselben wenigstens eine Gomponente kommt. — 
Eiti Stabsystem ist innerlich stabil, falls es stabil erscheint (§ 78), 
wenn die zur äusseren Stabilität nöthigen Reactionscomponenten sämmt- 
lich und allein mrksam gedacht werden. Beispielsweise haben wir 
nach Obigem stets ein innerlich stabiles System, wenn die Knoten- 
punkte sich so ordnen (etwa numeriren) lassen, dass die drei ersten 
die Ecken eines Stabdreiecks bilden und jeder folgende mit min- 
destens drei ihm .vorhergehenden verbunden ist. Doch sind auch 
andere Anordnungen möglich (Fig. 19), da die Knotenpunkte nicht ein- 
zeln hinzuzukommen brauchen. Im Gegensatze zu innerer und äusserer 
Stabilität stehen innere und äussere Labilität 

Wir bezeichnen ein Stabsystem als äusserlich statisch bestimmt 
oder äusserlich statisch unbestimmt, jenachdem bei gegebenen äusseren 
Activkräften und bekannt gedachten Knotenpunktslagen die Stützen- 
reactionen (unabhängig von den Gesetzen der inneren Kräfte) durch 
die Statik allein bestimmt sind oder nicht. Ein statisch bestimmtes 
Stabsystem ist dann natürlich auch äusserlich statisch bestimn>t. 
Dagegen kann ein innerlich stabiles System im Allgemeinen nur 
dann zugleich äusserlich stabil und statisch bestimmt sein, wenn 
gerade sechs in oben erwähnter Art zuweisbare Reactionscompo- 
nenten existiren. Denn die Statik liefert uns für innerlich staj)ile 
Systeme nur sechs von den inneren Kräften unabhängige Gleichungen. 
Die Stützenreactionen eines Stabsystems mit mehr als sechs unab- 
hängigen Reactionscomponenten lassen sich also nur in Fällen innerer 
Labilität aus Beziehungen der Statik allein berechnen. Dies gilt 
auch für solche feste Körper, welche im Ganzen innerlich stabile 
Punktsysteme bilden. Um die innere Labilität zu erreichen, kann 
man constructive Mittel, wie Gelenke, Gleitungen u. s. w. einschalten, 
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womit neue statische Beziehungen gewonnen werden. Kleine Yer- 
rückungen der Knotenpunkte^ welche in den statischen Gleichungen 
verschwinden; sind ohne in Betracht kommenden Einfluss auf die 
Stützenreactionen äusserlich statisch bestimmter Stabsysteme. 

Für Untersuchungen ebener Stabsjsteme (wenn alle Stabaxen 
und äusseren Kräfte stets in gleicher Ebene bleiben) kommen in 
obigem Schema der Reihe nach nur 

013579. .2Ä — 3 nöthige Stäbe 

und zwischen den äusseren Kräften nur drei Bedingungsgleichungen 
in Betracht, sodass auch in den zwei letzten Absätzen überall 2 Je — 3 
an Stelle von 3k — 6; ^^mindestens zwei^^ an Stelle von ^^mindestens 
drei^' und ,;drei'' anstatt ^^sechs'^ gesetzt werden können. 

Betrachten wir noch die 
schon in § 78 vorgeführten 
Beispiele. Das abgestumpfte 
w-Kant Pig, 18, 19 erfordert 
zur statisch-bestimmten Stabi- 
lität 2n unabhängige Beac- 
tionscomponenten. Da nun 
ein statisch-bestimmtes Stabsystem nur bei sechs unabhängigen 
Reactionscomponenten (ebene Systeme bei 3) innerlich stabil sein 
kann, so ist das Dreikant Figur 19 innerlich stabil, während für 

n > 3 ein (w — 3) -fach 



- innerlich labiles System ent- 
steht. Wollten wir in diesem 
Falle durch Zufügen von 
Stäben innere Stabilität er- 
reicheU; so würde das n-Kant 
/äusserlich (2n — 6) -fach statisch-unbestimmt werden. — Läuft das 
statisch-bestimmt-stabile w-Kant in eine Spitze aus, womit n + 3 un- 
abhängige Reactionscomponenten existiren, so haben wir wieder 

für n B» 3 neben der bei sta- 
bilen Stabsystemen immer vor- 



Flg. 28. 




Fig. 26. 




Fig. 27. 
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handenen äusseren Stabilität 
auch innere Stabilität^ für w > 3 
dagegen innere Labilität, das 
Stabsystem wird nur durch die über sechs hinaus vorhandenen un- 
abhängigen Reactionscomponenten vor inneren Verschiebungen be- 
wahrt. — Von den ebenen Stabsystemen Fig. 20—30 sind 20—24, 
27, 28 äusserlich und innerlich stabil, 25, 26, 30 äusserlich stabil 
und innerlich labil, 29 äusserlich labil und innerlich stabil. Die 
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selten nothige Zuweisung der Reactionseomponenten zu den Coor- 

dinatenaxen und Goordinatenebenen ist in Fig. 19, 23 beispielsweise 

angedeutet. Die innere Stabilität von 21, 23, 24 erkennt man auch 

ohne den Nachweis der Stabilität (bei 

nur drei unabhängigen Beactions- 

componenten) sofort daran, dass von 

den auf das erste Stabdreieck nach 

rechts folgenden Knotenpunkten jeder 

mit zwei ihm vorhergehenden verbunden ist. Die Systeme 20—23, 

25; 26, 28 — 30 sind äusserlich statisch-besimmt und demgemäss 

25, 26; 30 innerlich labil. Fig. 24 und 27 zeigen äusserlich einfach 



Fig. 29. 




Fig. 80. 



statiscli-unbestimmte Systeme ^ doch liesse sich durch Entfernung 
einer beliebigen Diagonale aus 24 ein statisch- bestimmt- stabiles 
System herstellen. 



§ 80. Nothwendige, überzählige und abgängige Stäbe und 

Beaotionen. 

Nach §§ 73, 78 ist die Gleichgewichtslage eines Stabsystems 
von Tc Knotenpunkten bei r Reactionsbedingungen oder unabhängigen 
Reactionseomponenten durch diese und 3^ — r von einander unab- 
hängige Enotenpunktscoordinaten bestimmt. An Stelle dieser ^h 
Unabhängigvariabein können auch 3% von einander unabhängige 
Functionen derselben treten, beispielsweise a Reactionseomponenten 
und 3X; — a Stablängen. Ob die fraglichen Grössen von einander 
unabhängig sind, hängt eben davon ab, ob sie die Lage des Stab- 
systems vollständig bestimmen. Dies trifft für a Reactionseompo- 
nenten und 3X; — a Stablängen nach § 78 dann zu, wenn dieselben 
zusammen, ohne sonstige Reactionen und Stäbe ein statisch-bestimmt- 
stabiles System erzeugen. Wir werden deshalb bei beliebigen Stab- 
systemen von h Knotenpunkten und r unabhängigen Reactionseom- 
ponenten solche a Reactionseomponenten und 32; — a Stäbe, welche 
für sich ein statisch-bestimmt-stabiles System^ das Hauptsystem, aus- 
machen, Hcmptstabe und Hatipfy'eactionen oder auch nothwendige Stäbe 
und Beactionen nennen. Die bei statisch-unbestimmten Stabsystemen 
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darüber hinaus Yorhandenen Stabe und Reactionscomponenten sollen 
Beststäbe und BestreactUmen oder überzählige Stäbe und BeacHonen 
und die bei labilen Stabsjstemeu daran fehlenden Fehlstabe und 
Fehlreactionen oder abgängige Stäbe und Beactümen heissen. 

Das Hauptsystem lässt sich in vielen Fällen verschieden wählen. 
Nach § 78 haben wir immer dann eine richtige Auswahl von Haupt- 
stäben und HauptreactioneU; wenn sich dieselben den ihnen anliegen- 
den Knotenpunkten so zuweisen lassen, dass auf jeden der letzteren 
gerade drei Stäbe und Reactionen verschiedener Richtungslinien 
kommen. Unt^r den a Hauptreactionen sind selbstverständig auch 
diejenigen sechs, welche das Hauptsjstem zu einem äusserlich statisch- 
bestimmten machen ; während für jeden an der inneren Stabilität 
des Hauptsystems fehlenden Stab eine weitere Hauptreaction auf- 
tritt, da die Gesammtzahl der Hauptstäbe und Hauptreactionen 3 k 
ist. Für Untersuchungen in der Ebene tritt überall 2k an Stelle 
von 3k und in den letzten Sätzen 2 und 3 an Stelle von 3 und 6. 

Hat ein Stabsystem irgendwelche Yerrückungen erfahren und 
denkt man sich neben den Bedingungen, welche die Hauptreactionen 
bestimmen, die Längenänderungen der gewählten Hauptstäbe be- 
kannt, so sind die neuen Längen und Lagen aller Stäbe bestimmt. 
Auch die Entfernungen l von nicht durch Hauptstäbe verbundenen 
Knotenpunkten oder von Knotenpunkten zu ausserhalb des Stab- 
systems gelegenen, bezüglich des Coordinatensystems festen Punkten 
sind im Allgemeinen g^eändert worden. Die Gesammtänderung einer 
solchen Entfernung AB ^=>l setzt sich zusammen aus den Aende- 
rungen, welche die Längenänderungen aller Hauptstäbe bei Einhal- 
tung der Hauptreactionsbedingungen einzeln ergeben. Die Aenderung 
AI, welche von der Längenänderung As des Hauptstabes s herrührt, 
findet sich, wenn man diesen allein seine Länge s ändern lässt und 
zusieht, welchen Einfluss dies auf l ausübt. Alle anderen Haupt- 
stäbe sind dabei als starr zu denken, und alle überzähligen Stäbe 
und Reactionen dürfen wegbleiben. Die Beziehung zwischen AI und 
As kann auf geometrischem oder statischem Wege erhalten werden; 
wir wollen den letzteren, zuerst von Mohr betretenen wählen. 

Es handle sich um Yerrückungen, welche gegenüber den an- 
fanglichen Coordinaten der Ejiotenpunkte verschwinden. Man denke 
sich an unserem statisch-bestimmt-stabilen Hauptsystem nur zwei 
Kräfte angebracht, welche bezw. in Ä gegen B und in B gegen A 
wirkend nach Eintritt des Gleichgewichts vom Werthe Q sind. Hier- 
durch können Hauptreactionen . und in allen Hauptstäben innere 
Kräfte entstehen. Für den Stab s möge die entsprechende Kraft 
den Werth S haben. Dann folgt aus § 72, (13) oder § 73, (5) 
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(1) QAl + SAs^^(X^+Yfi + Zt), 

worin sich die Summe rechts auf alle durch Q erzeugten Haupt- 
reactionen bezieht. Ist 12 die resultirende Reaction gegen einen 
gestützten Knotenpunkt, q die resultirende Verrückung desselben 
und {qJR) der Winkel, welchen die Richtung von q mit der von R 
einschliesst (§§ 3, 4), dann lässt sich (1) auch schreiben 

(2) Q AI + S As =^Rq cos (qR). 

Wir wollen speciell den alle Anwendungen umfassenden Fall 
betrachten, dass die rechte Seite von (2) gleich Null ist. Er tritt 
beispielsweise ein, wenn die durch Hauptreactionen gestützten Knoten- 
punkte festliegen oder nur senkrecht zu den Resultanten der Haupt- 
reactionen verschiebbar sind; ferner immer dann, wenn AB = l'die 
Verbindungsgerade zweier Knotenpunkte ist, sodass die Q innere 
Kräfte darstellen oder als solche behandelt werden können und nach 
§ 79 an unserem äusserlich statisch bestimmten Stabsysteme keine 
Stützenreactionen R entstehen. Mit 

(3) S = %Q, das heisst jt = S für § = 1 > 
folgt dann aus (2) 

(4) A? = — äAä. 

Damit ist bekannt, welchen Einfluss die Längenänderung eines Haupt- 
stabes auf die Entfernung AB = 1 ausübt. Erleiden nun beliebig 
viele Hauptstäbe Längen änderungen, so entspricht jedem einzelnen s 
ein besonderes ä und wir erhalten die ganze Aenderung von l 

(5) Al = —^7cAs, 

worin die Summe rechts auf alle Hauptstäbe zu erstrecken ist. Die 
eitlem bestimmten AB = 1 entdeckenden Verhaltnisszdhlen % der ein- 
zeln Hauptstabe et'geben sich als Beanspruchungen der letzteren, wenn 
an dem durch die Hauptstäbe und Hauptreactionen allein gebildeten 
statich-bestimmt-stäbilen Syteme lediglich zwei Kräfte Q = 1 angebracht 
werden y welche in der Verbindungsgeraden AB auf Annäherung der 
Funkte A, B mrJcen. Dabei ist es gleichgültig, ob man sich die Q 
als innere Kräfte ziehend oder als äussere drückend vorstellt, und 
umgekehrt. Liegt einer der Punkte A, B ausserhalb unseres Stab- 
systems, so hat die ihn angreifende Kraft Q natürlich keinen Ein- 
fluss auf die Stabkräfte. 

Gleichung (5) gilt für alle genügend kleinen Verrückungen, die 
wir annehmen wollen; sie sagt nur, dass, wenn die Längenänderungen 
der Hauptstäbe die in der Summe rechts aufgenommenen Werthe 

Weyrauch, Theorie elastischer Körper. 14 
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As hätten^ das angegebene AI resultiren würde. Nehmen wir nun 
einmal die Längenänderungen pro anfänglicher Längeneinheit^ die 
speeifischen Längenänderungen, für alle Hauptstäbe gleich gross an. 
Ist damit nothwendig eine gleiche specifische Längenänderung von 
l verbunden, so folgt durch Multiplication von (3) mit dem con- 

stanten a i = a ~ 
AI As 

(6) l = —^7tS. 

Lässt sich also in einem Falle entscheiden, dass gleiche specifische 
Längenänderungen aller Hauptstäbe ohne ebensolche Aenderung von 
l nicht möglich wären, so weiss man, dass zwischen l und den Längen 
der Hauptstäbe die Beziehung 6) besteht. Dies trifft immer dann m^ 
wenn das Hauptsystem innerlich stabil ist und l die Entfernung zweier 
Knotenpunkte oder die Projection einer solchen bedeutet; denn inner- 
lich stabile Stabsysteme bleiben sich bei gleichen speeifischen Längen- 
änderungen aller Stäbe ähnlich. 

Welche Auswahl von Hauptstäben und Hauptreactionen wir 
auch treffen mögen, so muss natürlich (5) und eventuell auch (6) 
für ein bestimmtes l immer das gleiche Resultat liefern. Unsere 
Ableitung gilt für verschwindend kleine Verrückungen beliebiger 
Stabsysteme, mögen dieselben statisch bestimmt oder unbestimmt, 
stabil oder labil sein, doch ist zu beachten, dass die Yerrückungen 
endlichen Aenderungen der äusseren Kräfte gegenüber im Allge- 
meinen nur dann verschwindend klein sind, wenn wir stabiles Stab- 
system haben. 

§ 81. GeBogener oder gedrüokter Stab. 

An einem prismatischen Siabe der Länge l und des Querschnitts 
F wirken als äussere Kräfte lediglich zwei auf die Endflächen gleich- 
massig vertheilte Kräfte S ^^ 6^ parallel der Stabaxe. Dieselben 
können Zug oder Druck bedeuten, positiv oder negativ sein. Es 
handelt sich um Spannungen, Yerrückungen und Längenänderungen 
des Stabes nach Eintritt des Gleichgewichts. 

Wir nehmen in fester Lage gegen die anfangliche Gruppirung 
der Körperpunkte ein rechtwinkliges Coordinatensystem an, dessen 
a;-Axe mit der Stabaxe zusammenfällt, fassen die Spannungen im 
Sinne des IV. Abschnitts als Functionen des anfänglichen Orts auf 
und haben dann als Lösung der Beweguiigsgleichungen § 35, (1) 
in jedem Stabpunkte x, y, z 

(1) z, = (y, ry = z, = Xy=r.= r, = z, = Z:, = z, = o, 

Diese Lösung werde ins Auge gefasst, sie ist nach § 73 die einzig 
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mögliche. Die Spannungen sind darnach Potentialspannungen ^ so 
dass die Beziehungen des IL Abschnitts gelten (§ 36). 

Nach § 13 hat man für jedes Flächenelement der anfänglichen 
Normalenrichtung n die Spannungscomponenten in den Richtungen 

^7 y, ^ 

(2) Xn = 6cos(nx), r„ = 0, Zn = 0, 

die Normalspannung und Spannungscomponente in beliebiger Rich- 
tung s 

(3) Nn = ^ cos^ (wic), 8n = (f COS (nx) cos (sx), 
die Totalspannung und Transversalspannung 

(4) Bn = ö cos (nx) , Tn = 6 cos (nx) sin (nx). 

Von den Ausdrücken (4) sind nur die Absolutwerthe massgebend. 
Die Gleichungen (1) bis (4) gelten bei beliebigem Stabmaterial, 
wenn nur die Spannungen in der vorausgesetzten Weise Functionen 
der anfänglichen Coordinaten und Normalenrichtungen ihrer Flächen - 
elemente sind. 

Der Stab möge jetzt aus irgend einem isotropen Material be- 
stehen. Dann folgt nach §49, dessen Beziehungen auch nach der 
theoretischen Ableitung des VII. Abschnitts für Potentialspannungen 
isotroper Körper gelten, die Normalverschiebung der Richtung n 

W ^« "" ^G ~ 2^ ' 

woraus mit n = x,y,z 



(6) 



^*~ 2G ~ dx 

p dri 



Vy 



2G dy 



^ _ _P dt 



2G dz 

Durch Addition dieser Gleichungen folgt die Dilatation an belie- 
biger Stabstelle 



o 



Sp + a 



0) -- ,G 

Selbstverständlich kann man auch die übrigen für Potentialspan- 
nungen beliebiger und isotroper Körper gegebenen Formeln für den 
vorliegenden Fall specialisiren. 

Wir wollen jetzt weiter voraussetzen, dass die Temperatur- 
änderung T für den ganzen Stab von gleichem Werthe ist, womit 
p constant wird. Der Ursprung der Coordinaten möge in einer der 
Endflächen liegen. Dann ergibt die Integration von (6) die Ver- 
rüekungen eines beliebigen Stabpunktes m (x, y, z) in den Rich- 
tungen Xy y^ z 

14* 



212 Zehnter Abschnitt — §§ 81, 88. 

Da jedoch bei isotropem Material gleichen Ursachen (für Spannungen 
und Temperaturänderungen) gleiche Verrückungen entsprechen, so 
behält der Stab seine anfängliche Axe und ebenen Endflächen bei 
und wir erhalten 

(8) S=^*, V-iäV' ^-Yß'' 

wonach 

(Q) M = ?l = ^ = Ü = ^=M = o 

^ ^ dy dx dz dy dx dz 

Auch aus unserer zweiten theoretischen Ableitung § 58 lassen sich 
(8) (9) ableiten. Dieselbe verlangt für Potentialspannungen (wenn 
nicht P + J^r = ist) auch Potentialverschiebungen, das heisst 

Xy^yxy yz = »y, ^x = a;,. 

Da aber nach §58 für den Fall (1) auch 

gxy = ÄJy + yx = 0, Qy, = y, + ^y = 0, flf« = ^a: + a;, = 0, 

so folgt 

^y = y« = y* = ^y = ^a: = a?, = 0, 

was mit (9) übereinstimmt und die zuerst angeschriebenen Glei- 
chungen für 5, 1?, 5 wieder in (8) überführt. 

Während der Längenänderung dX des Stabes hat man nach 
§ 61, (14) mit (1) (6) die specifische Yerschiebungsarbeit an jeder 
Stabstelle 

(10) d» = 6d^-^=0^, 

und die Yerschiebungsarbeit für den ganzen Stab, wenn V das 
Anfangsvolumen bedeutet, 

dB = d&fdK = Vdd' = Fl^ = 8dX. 

Die der Längenänderung X entsprechende Yerschiebungsarbeit ist also 

i 

(11) D=f8dX, 



wobei die Aenderung des Gesammtvolumens 

(12) a,r=^-^^Fl==^^±^l. 

Der Stab möge schliesslich durch einen isotropen festen Körper 
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gebildet sein. Dann liefern die Erfahrungsformeln (§ 48) mit unbe- 
stimmten € mid unsere erste theoretische Ableitung mit (§ 57) £ = 4 

(13) p=^2Gat-j^, '-±^2G=^E, 

wir erhalten die Verrückungen beliebiger Stabpunkte m {x, y, e) 

(14) „=(„,_^)y, 

die ganze Längenänderung des Stabes 

(15) i^(at + -^)l = (az + -^l, 

und die Verschiebungsarbeit 

(16) B = ^^ + al fsdr. 



Das letzte Integral ist erst ausführbar, wenn man weiss, wie sich 
während der Entstehung von A die Stabkraft S mit der Temperatur 
geändert hat. 

Mit Rücksicht auf 

(17) ^ = (t "" "^) ^^ 

m 

lässt sich die Verschiebungsarbeit auch ausdrücken 

(18) D = \-^EF-aEF J% dl. 

Nach der zweiten theoretischen Ableitung wäre ^ durch § 59, (8) 
ausgedrückt, was aber für r = keine und sonst nur verschwindend 
kleine Aenderungen von A, D gegenüber (15) (16) zur Folge hai 

§ 82. Beliebige stabile Systeme aus isotropen festen Stäben. 

Wie die Lagen und Beanspruchungen der Stäbe eines beliebigen 
(statisch bestimmten oder statisch unbestimmten, stabilen oder labilen) 
Stabsystems für den Fall des Gleichgewichts zu ermitteln sind, ist 
schon aus § 73 zu ersehen. Wir wollen jetzt die specielle An- 
nahme machen, dass sämmtliche Stäbe prismatisch und durch iso- 
trope feste Körper gebildet seien. Als anfänglicher Zustand werde 
ein Zustand vor Auftreten irgend welcher äusserer oder innerer 
Kräfte gewählt. Querschnitte, Material und Temperatur des span- 
nungslosen Zustandes können, für alle Stäbe verschieden sein. 

Infolge äusserer Kräfte und für je einen ganzen Stab gleich- 
massiger Temperaturänderungen r mögen Yerrückungen der Knoten* 
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punkte m entstehen , welche gegen deren anfängliche Coordinaten 
^my ymy ^m versch winden. Solche Yerrückungen treten insbesondere 
als elastische Bewegungen von Stabsystemen ein, die sich den an- 
gebrachten äusseren Kräften gegenüber stabil verhalten. Nach Ein- 
tritt des Gleichgewichts seien an unserm Stabsystem von k Knoten- 
punkten s Stäbe wirksam und die Stützenreactionen durch r unab- 
hängige Componenten bestimmt ^ so dass 3h — r von einander 
unabhängige Knotenpunktsverrückungen existiren. 

Wie früher bezeichnen wir für einen beliebigen Knotenpunkt m 
die resultirenden Componenten der äusseren Kräfte in den Rich- 
tungen X, y, z durch Xm» Ymy Zm und die Beanspruchung eines 
von m nach dem Knotenpunkte n {Xn yn ^») führenden Stabes der 
Länge l und des Querschnitts F durch S =^ <sFy womit die 
Stabkraft pro Quadrateinheit des Querschnitts, die specifische Stab- 
kraft oder Stabspannung darstellt. Das Gleichgewicht am Knoten- 
punkte m verlangt dann (§ 73 oder § 78): 

^^ x„ — x^ 



(1) 



m 



+ 2s^^ = o, 



m 

m 



+ 2'Ä^=-r^-=o, 



m 



V 



worin sich die^ auf alle in m eintreffenden Stäbe beziehen. 



m 



Da wir isotrope feste Stäbe vorausgesetzt haben, so ist nach 
§ 81, (17) 

(2) S-^EF^^at) 

oder mit Rücksicht auf § 72, (9) 



(3) 



^ = -^ [(^« — ^m) (gn — 6m) + (y» - J/w) (l?» — ti^) 



Eine solche Gleichung können wir für jeden der s Stäbe an- 
schreiben, während 3k Gleichungen der Form (1) bestehen. Denken 
wir uns nun die S nach (3) in das Gleichungssystem (1) substituirt 
und die Temperaturänderungen r gegeben, so haben wir 3k Glei- 
chungen zur Berechnung der r unabhängigen Reactionen und 2k — r 
unabhängigen Verrückungen. Sind letztere aus ersteren bestimmt, 
dann folgen nach (3) auch sämmtliche Stabkräfte. 

Während sich die vorstehende Berechnung stabiler und ins- 
besondere statisch unbestimmter Stabsysteme durch Einfachheit des 
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Gedankengangs und Allgemeinheit auszeichnet, führen die Methoden 
dei^ §§ 83 bis 85 in den meisten praktischen Fällen schneller zum 
Ziele. Bei statisch bestimmten Stabsystemen genügen die Gleichungen 
(1), um ohne Rücksicht auf (2) (3) alle Stabkräfte und Stützen- 
reactionen bis auf verschwindend kleine Grössen genau zu berechnen, 
(doch besitzt die Ingenieurmechanik für diesen Zweck noch be- 
quemere Methoden). Die Knotmpunhtsverrückungen, Temperatur- 
änderungen und StüUenbewegungen haben also hei staMsch bestimmten 
Stabsystemen Jceinen in Betracht Jcommenden Einfluss auf die Stab- 
kräfte und StütBenreactionen, 

§ 83. Systeme mit überzäMigen Stäben. 

Durch Entfernung der überzähligen Stäbe und Beactionen 
eines statisch unbestimmt stabilen Stabsystems entsteht das statisch 
bestimmt-stabile Hauptsystem. Die Stabkräfte und Stützenreactionen 
des letzteren ergeben sich für beliebige äussere Kräfte ohne Bück- 
sicht auf elastische Veränderungen. Wir legen uns nun die Frage 
vor, welchen Einfluss die hinzukommenden überzähligen Stabkräfte 
und Beactionen ausüben und welche Werthe sie selbst annehmen. 
Den Ausgangspunkt der Untersuchung bildet die in § 80 gefundene 
Gleichung 

(1) M = -^7CLS, 

deren dort erwähnte Voraussetzungen wir anerkennen. Gleichung 
(1) gibt an, um wieviel sich die Entfernung AB =^l zweier Knoten- 
punkte oder eines Knotenpunktes und eines ausserhalb des Stab- 
systems gelegenen, hinsichtlich des Coordinatensystems festen 
Punktes während der Verrückungen ändert. Die Summe rechts 
bezieht sich auf alle Hauptstäbe, deren Längenänderungen die A$ 
und deren Beanspruchungen durch zwei in A und B auf Annäherung 
dieser Punkte wirkende Kräfte ^ = 1 die % bedeuten. Zunächst 
handelt es sich um den Fall, dass das Hauptsystem lediglich durch 
Entfernung überzähliger Stäbe entsteht (mit welchen jedoch unter 
Umständen auch Beactionen ausser Wirksamkeit treten können), 
worauf im folgenden Paragraphen auch überzählige Beactionen be- 
rücksichtigt werden sollen. 

Das anfangs spannungslose Stabsystem werde durch beliebige 
äussere Kräfte und Wärme beeinflusst. Hierdurch entstehen elastische 
Längenänderungen und Beanspruchungen aller Stäbe. Wir setzen 
für die Hauptstäbe 

die anfänglichen Längen s^ Sg s^ 

die ganzen Beanspruchungen S-^ 8^ 8^ 



• • 
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für die überzähligen Stäbe 

die anfänglichen Längen Si Sn Sui 

die ganzen Beanspruchungen Si Su Sui 

Erhalten dann die Jty welche einem bestimmten überzähligen Stabe 
entsprechen, den Index des letzteren neben dem ihres Hauptstabes^ 
so folgen aus (1) 

Asii = — ^ An As = — ÄHi Asi — Äug Asg — tcu^ Asj — • • • 
A5ni= — ^ JTni As = — Änii Asj — Änig Asg — äius ASg — • • • 

Die einzelnen Summen sind auf alle Hauptstäbe zu erstrecken. Da 
nun mit der Bezeichnung 

(2) e = ^ 
nach 81, (15) für jeden Stab 

(3) As = Se + «^5; 

so geht das angeschriebene Gleichungssystem in das nachstehende 
über 

Si ei +«1 ri Si =— äi^ (Sie^ + a^tj^Si) — ni^ (^2^ + «2 ^2^2) 

Su en + an tu Sn = — ^tni {S^e^ + «1^1 ^i) — ^U2 (S^e^ + «2 '^2^2) 

Sinem + ainTmSin= — ÄniiCS^ißi + «1^1 ^i) — ^ui2{Sie^+ ^^^2^2) 

Die Beanspruchungen der Bauptstäbe s^, Sg, S3, . . ., welche 
für die angenommenen äusseren Kräfte eintreten würden, wenn keine 
überzähligen Stäbe vorhanden wären, seien -4^, Ä^, -4g, ..• Hierzu 
kommen nun noch die Beanspruchungen infolge der Kräfte Si, 
Suf Snij ... in den überzähligen Stäben, so dass die ganzen Be- 
anspruchungen der Hauptstäbe betragen 

Si = A^ -{- SiJCii + Sil Äni + Sjji ^iTii + • • • 
Sg = -4.2 -f- Ä ^i2 "f" ^11 ^112 "f" Sui ^ui2 + • • • 

I Äg = ^3 + SiTtlQ + Su ^Tng + SuL Jtnig + • • • 

Durch Substitution dieser Ausdrücke in die darüber stehenden 
Beziehungen folgen zur Bestimmung der Beanspruchungen der über- 
zähligen Stäbe die zuerst von Mohr (Zeitschr. d. Hannöv. Arch.- u. 
Ing.- Vereins 1874) gegebenen Gleichungen 



(4) 



(5) 
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— &i ^1 ÄiÄnß — Sxa Xi ^i ^niß — • • • • 
Sn eil +an tu Su =— ^ Ttuccts — ^TtueÄ — Si^Ttu^ie 

— Sji ^, ggn?giig — /Sin ^/ ^n ÄniC — • • • 
Siiiein + anitni5in= — ^.Ttjuccts — ^.^iiieA — Si^^ TCjnitie 

— ^n ^1 ^lu^ue — fim ^, TCjuTtuie — • • • 

Die Summen sind auf alle Hauptstäbe auszudehnen. Man hat so- 
viel Gleichungen der Form (4) als Hauptstäbe und soviel der Form 
(5) als überzählige Stäbe existiren. 

Die Berechnung der Stabkräfte eines statisch unbestimmt stabilen 
Stabsystems mit überzähligen Stäben kann nun bei bekannten 
Stabquerschnitten und beliebigen äusseren Kräften und Temperatur- 
änderungen t etwa in nachstehender Reihenfolge stattfinden. 

a) Auswahl der überzähligen Stäbe, gewöhnlich mit Rücksicht 
auf möglichst bequeme Berechnung des verbleibenden Hauptsystems; 

6) Annahme der Kräfte $ = 1, welche die durch den über- 
zähligen Stab Si verbundenen Knotenpunkte einander zu nähern 
suchen, Berechnung der durch die Q allein bedingten Stabkräfte 
S =i m des Hauptsystems und Wiederholung dieses Verfahrens für 
alle überzähligen Stäbe; 

c) Bildung der die Ä und t nicht enthaltenden Summen ^ 
in (5); 

d) Berechnung der Beanspruchungen Ä, welche in den Haupt- 
stäben durch die wirklichen äusseren Kräfte für den Fall eintreten, 
dass keine überzähligen Stäbe vorhanden sind; 

e) Berechnung der ganzen Beanspruchungen der überzähligen 
Stäbe nach (5); 

f) Berechnung der ganzen Beanspruchungen der Hauptstäbe 
nach (4). 

Will man die von den äusseren Activkräften herrührenden 
Stabkräfte unabhängig von Temperatureinflüssen berechnen, so hat 
man in (5) die r enthaltenden Glieder wegzulassen; bei Berechnung 
der Temperatureinflüsse allein würden in (5) die mit Ä behafteten 
Summen gleich Null zu setzen sein (§ 82). Kommen verschiedene Fälle 
äusserer Activkräfte in Frage, so brauchen nur die Berechnungen 
d) — f) wiederholt zu werden; für verschiedene Temperaturfälle 
genügt die Wiederholung von e) und /), da die Temperaturände- 
rungen ohne Einfluss auf die Ä sind. 
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Haben wir es mit einem innerlich stabilen Stabsystem zu thun, 
so ergeben sich speciell für gleiche Temperaturänderungen r und 
gleiche Ausdehnungscoefficienten a aller Stäbe aus (5) mit Bück- 
sicht auf § 80, (6) die einfacheren Beziehungen 

'Si d = — ^^i eÄ — Si^TCiXie — Sn^^i^ue 

Su ea = — ^«n eA — fii^«n«ie — Sn ^ ^u^ue 

— &II ^ ÄnÄniC — • • -, 
Sjn du = — ^ 3gTTT € Ä — Ä ^ Xjn^i € — Sil ^ ^m ^n 

Am Am c — • • •> 



(6) 



-^^2 



-«-2 



Gleiche Temperaturänderungen t aller Stäbe sind also in diesem 
Falle ohne Einfluss auf die Stabkräfte und Stützenreactionen (Balken- 
fachwerke). 

§ 84. Systeme mit überzähligen Beaotionen. 

Wir lassen jetzt neben überzähligen Stäben auch beliebig yiele 
überzählige Rektionen zu. Das Stabsystem, welches nach Ent- 
fernung der letzteren entsteht, ist entweder statisch bestimmt stabil 
(wenn keine überzähligen Stäbe vorhanden sind), oder es lässt sich 
nach § 83 berechnen. Wir haben also nur noch den Einfluss der 
überzähligen Beactionen zu ermitteln. Da jede überzählige Beaction 
durch eine vorgeschriebene Bewegung des gestützten Ejiotenpunktes 
in ihrer Richtungslinie bedingt ist, so entsprechen den überzähligen 
Reactionen eine gleiche Anzahl bekannter Entfernungsänderungen 
AZ, es lassen sich die ersteren aus Gleichungen der Form § 83, (1) 
ableiten. 

Das anfangs spannungslose Stabsystem sei durch beliebige 
äussere Kräfte und Wärme beeinflusst. Hierdurch entstehen elastische 
Längenänderungen und Beanspruchungen aller Stäbe. Für die Haupt- 
stäbe desjenigen Stabsystems, welches nach Entfernung der über- 
zähligen Reactionen verbleibt, mögen wie in § 83 s^, Sg, Sg, • • die 
anfänglichen Längen und S^ /S^) ^99' ' ^^^ ganzen Beanspruchungen 
bedeuten. Für den gewöhnlichen Fall, dass durch Wegnahme ge- 
nannter Reactionen ein statisch bestimmt -stabiles Stabsystem ent- 
steht, sind sämmtliche Stäbe hier eingeschlossen. Sind nun Zi, Zn, ^in,** 
diejenigen Entfernungen je zweier Knotenpunkte oder eines Knoten- 
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punktes und eines ausserhalb des Stabsystems gelegenen festen 
Punktes, welche infolge der überzähligen Beactionen JBi, JBn, Bjn," 
bekannt bleiben, und erhalten die einem bestimmten l entsprechen- 
den 7C den Index des letzteren neben dem ihres Hauptstabes , so 
folgen aus § 83, (1)— (3) 

AZn = — 5^^n Se —^ Ttji ccrs, 



Die einzelnen Summen sind auf alle erwähnten Hauptstäbe zu er- 
strecken. 

Die Beanspruchungen dieser Hauptstäbe 5i, Sg, Sg, • •, welche 
für die wirklichen äusseren Kräfte und Temperaturänderungen ent- 
stehen würden, wenn allein die überzähligen ßeactionen wegblieben, 
seien A^, J-g, -^3, • • • Hierzu kommen nun noch die Bean- 
spruchungen infolge der überzähligen ßeactionen J2i, Bn, ^ni, • •, 
sodass die ganzen Beanspruchungen der Hauptstäbe betragen 



(1) 



Si = Ä^ + JSi Jti^ -f- Ru^iii + Uni^uLi + • • •? 
S2 = Ä2 -{- Ri Jti2 + J?n ^iL2 + Rjn. ^jn.2 + ' * *; 
5^3 = -^3 -f- jBi JTig 4" -Rn ^us + -^in ^nis "f" * ' •? 



Durch Substitution dieser Ausdrücke in die darüber stehenden 
Gleichungen folgen 

AZi = — ^ 7ti ars — ^ Ttie A — iJi ^^ äi jti e 

— Hu. ^ ^1 ^n e — Rin ^^ ^i ^iii ß — • • • > 
Aüii = — ^ Äii ars — ^ ^u^A — Ri ^ 7tu ^i e 

(2){ — Rn ^ ^u^ii e — Riji ^ ^n^JiL e — • • •, 

AZni = — ^ ^m. ocTS — ^ggm eA — Ri ^ TCm tci e 

— Rii ^ TCjii ^u e — ^ni ^ t^^iii t^^iii 6 — • • •> 



Hiernach können die überzähligen Reactionen Ui, JJn, Rm, • • be- 
rechnet werden, worauf die Beanspruchungen der Hauptstäbe 
Sj, $2, Sq, • • aus (1) folgen. 



220 Zehnter AbBchnitt — § 84. 

Sind noch weitere Stabe vorhanden^ so hat man nach § 83^ 

(I) (3) für jeden derselben 

(3) Se + azs = — ^ Ttazs — ^jteSy 

worin die linken Seiten dem betreffenden Stabe 5, die rechten aber 
allen Uauptstäben entsprechen, deren ganze Beanspruchungen 8 nun 
bekannt sind. Die Jt rechts gehören der Gruppe des überzähligen 
Stabes s an, sie sind im Falle vorausgegangener Anwendung des 
Verfahrens § 83 schon bekannt. In manchen dem Ingenieur vor- 
kommenden Fällen lassen sich die Hauptstäbe so wählen, dass 
infolge der Symmetrie eine directe Berechnung der überzähligen 
Stäbe überflüssig wird; auch eine zweite Wahl der Hauptstäbe (mit 
Einrechnung der vorher überzählig gewesenen) und gewisse Nähe- 
rungsmethoden können zum Ziele führen. 

Am häufigsten hat man es mit ein, zwei und drei überzähligen 
Reactionen zu thun. Für nur eine überzählige Reaction folgt aus (2) 

Ai = — ^ Ttats — ^ %e A — B ^«^ e, 

(4) R 31 =.-y-C 

Bei zwei überzähligen Reactionen iJi, iZn liefern mit den Bezeich- 
nungen 

(5) U=Ah + y^Äi ars+ yjjti e A, 

(6) F= AZii+ ^ An oLts + ^Äne A, 

(7) a = ^^jri*e, t^= ^icin^ie, o «=^ ^gtn'e, 
die Gleichungen (2) 

woraus 

(8) B, =i^5L:iZ?, 

(9) ü„ = I?Lzi£?. 

Im Falle dreier überzähliger Reactionen Bi, iJn, Bui hat man mit 

(5)-(7) und 

(10) W^^ljji + ^^jnats + ^ituieA, 

(II) VX = ^ni^uie, n = ^^ÄnÄniß, X=^ ^^uie, 
nach den Formeln (2) 



und hieraus 
(12) Bi = 
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ü= — aRi — tRu — ntiJni, 
F= — eJZi - OjRn — nBm, 
W= — ntjRi — nJRn — riZm, 

U(ox — n^ + F(mn — er) + Wjen — mo) 
a (or — n^) + e(mn — er) + m (en — mo) ' 

trCmn — er) + F(ar — m*) -\-Witm — an) 
e (mn — er) + ^ (ö^ — m*) + n (cm — an) ' 

U(tn — mo) + V(tm — an) + W(ao — c«) 



(13) Bn 

^ ^ ^^ m (en — mo) + « (^wi — on) + '^ (oo — e*) 

Die Berechnung der Stabkräffce unseres statisch -unbestimmt -sta- 
bilen Stabsystems könnte nun bei bekannten Stabquerschnitten und 
beliebigen äusseren Kräften und Temperaturänderungen r etwa in 
nachstehender Reihenfolge stattfinden. 

a) Annahme der überzähligen Beactionen JRi, iZn, • • und ihrer 
Wirkungsgeraden Zi, Zu, • • so, dass positive JR die Endpunkte der l 
zu nähern suchen. 

V) Auswahl der nach Entfernung der überzähligen Beactionen 
etwa noch verbleibenden überzähligen Stäbe; die übrigen bilden das 
statisch-bestimmt-stabile Hauptsystem. 

c) Unter Voraussetzung der Wirksamkeit des letzteren allein 
Berechnung der 

Beanspruchungen der Hauptstäbe s^ s^ h ' ' 

herrührend von äussern Kräften jBi = 1 iti^ ni^ ni^ • • 

„ „ „ „ jRn = 1 ^ni 31^112 ^Hs • ' 

d) Bildung der die A und t nicht enthaltenden Summen Z in 
den Gleichungen für die B. 

e) Berechnung der Beanspruchungen Ä^y -^? • •> welche in den 
Hauptstäben durch die wirklichen äusseren Kräfte und Temperatur- 
änderungen für den Fall entstehen, dass nur die überzähligen Be- 
actionen wegbleiben, nach bekannten statischen Methoden oder nach 
§ 83, dessen 8^y 8^j • • dann unsere A sind. 

f) Berechnung der überzähligen Beactionen nach (2) oder den 
oben stehenden speciellen Formeln. 

g) Berechnung der ganzen Beanspruchungen der Hauptstäbe 
nach (1) und der etwa noch vorhandenen überzähligen Stäbe wie 
zu (3) angegeben. 

Will man die von den äusseren Activkräften herrührenden Stab- 
kräfte und Stützenreactionen unabhängig von Temperaturänderungen 
und Stützenbewegungen berechnen, so sind in den obigen Gleichungen 
die t und AZ gleich Null zu setzen. Zur Berechnung des Einflusses 
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der Stützenbewegungen allein wären alle Ä und t enthaltenden 
Glieder wegzulassen. Bei Ableitung des Einflusses der Temperatur- 
änderungen schliesslich hätten die AI zu verschwinden, während 
die mit Ä behafteten Glieder nur im Falle des Vorhandenseins 
überzähliger Stäbe von Null verschiedene, durch § 83 bestimmte 
Werthe erhalten. Kommen verschiedene Fälle gegebener äusserer 
Kräfte, Temperaturänderungen und Stützenbewegungen in Frage, so 
sind' unter allen Umständen nur die Berechnungen e) — g) zu wie- 
derholen, wozu man die nöthigen Gleichungen im Anschluss an d) 
soweit als möglich reduciren wird. Hat man es mit einem inner- 
lich stabilen Stabsystem zu thun und stellt eine der obigen Wirkungs- 
geraden l die Entfernung zweier Knotenpunkte oder die Projection 
einer solchen dar, dann entspricht diesem l im Falle gleicher Tempe- 
raturänderungen r und gleicher Ausdehnungscoefficienten aller Haupt- 
stäbe nach § 80, (6) die vereinfachende Beziehung 

(15) ^ ^ars => — atl. 

Sind überzählige Stäbe vorhanden und bleibt das Stabsystem nach 
Entfernung des überzähligen Stabes s innerlich stabil, so folgt bei 
gleichen a, t des Stabes s und der Hauptstäbe aus (3) 

(16) 8e=-yJ7ceS. 

§ 85. Versohiebnngsarbeit von Systemen ans isotroi^en festen Stäben. 

Obwohl wir alle die Verschiebungsarbeit betrefifenden Fragen 
aus § 74 beantworten können, sollen doch die für Systeme aus iso- 
tropen festen Stäben eintretenden Beziehungen noch besonders ab- 
geleitet werden. Wie in §§ 82 — 84 werden die Stäbe prismatisch, die 
Temperaturänderungen für je einen ganzen Stab gleich gross und 
die Längenänderungen der Stäbe gegenüber deren anfönglichen 
Längen im spannungslosen Zustande als verschwindend klein an- 
genommen. 

Wenn die Stabkräfte während des Entstehens der ganzen Längen- 
änderungen constant wie, nach Eintritt des Gleichgewichts wären, 
würde die Verschiebungsarbeit nach §§ 74, 81 sein 

(1) «=2'^^=2'S*+2'«^'^"- 

Die wirkliche Verschiebungsarbeit aber drückt sich aus 

(2) ^-2ß^'=I!A+2''^ß^'' ■ 

sodass wegen 

St =fS dt +JxdS, rdS-Sdt = r^d^ 
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die Beziehung besteht 

X 

(3) % = 2D+^alCi:H^^ 

o 

Die Summen Z sind auf sämmtliche Stäbe auszudehnen. Die Inte- 
grale in (2) (3) werden ausführbar, wenn bekannt ist, wie sich 
während des Entstehens der A die Stabkräfte mit der Temperatur 
geändert haben. 

Für die vollständige Variation der virtuellen Verschiebungs- 
arbeit S) hat man nach (3) 

(4) (J2) = 2(J2)+ VaZrM^ . 
Da aber nach § 73 auch 

so folgt die Variation der Verschiebungsarbeit 

(5) öB^SM—^alt'S^' 

Hierin bedeutet d,U die den Aenderungen der Stabkräfte allein (bei 
Constanten Stablängen) entsprechende Variation der Arbeit der 
Stützenreactionen, insoweit dieselben eben von den Stabkräften ab- 
hängen. 

Sind d,U und x gleich Null, womit die rechte Seite von (5) 
verschwindet, so haben wir 

die Arbeiten 2), 2) werden Maxima oder Minima. Weil aber 

(6) ftrr = 0, S) = 2i) = 2g 

eine Summe von stets positiven Werthen ist, so haben wir es immer 
mit einem Minimum zu thun, wenn für ir = nur eine Lösung 
existirt, was allein vorkommt (§ 73). Wir können aussprechen: 
Die Verschiehingsarbeit während verschwindend kleiner Verrückungen 
von Stabsystemen ist ein Minimum, wenn d,U und t gleich Null 
sind (oder überhaupt die rechte Seite von (5) verschwindet). Auf 
die kleinen Verschiebungen stabiler Stabsysteme angewandt heisst' 
dies : Wenn während elastischer Verschiebungen stabiler Stabsysteme die 
Temperatur constant und d, U = ist^ darm haben alle Stabkräfte und 
von diesen ahhä/ngigen Grössen solche Werthe, wie sie einem Minimum 
der Verschidnmgsarbeit D oder virtuellen Verschiebungsarbeit S) ent- 
sprecfien. Die Arbeit d,U ist mit U zum Beispiel immer dann gleich 
Null, wenn die von den Stabkräften abhängigen Reactionen gegen 
Knotenpunkte wirken, welche hinsichtlich des angenommenen Coor- 
dinatensystems festliegen oder reibungslos über feste Stützen weg- 
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gleiten, d. h. auch wenn in den Bichtungslinien der fraglichen Re- 
actionen keine Bewegung der Stützen stattfindet. 

Bei statisch -bestimmt -stabilen Stabsystemen sind alle Stab- 
kräfte und Stützenreactionen bis auf verschwindend kleine Grössen 
durch die Bedingungen des Systems allein bestimmt (§ 82) und da- 
mit bei bekannten r auch die Arbeit 2), sowie bei bekannten Be- 
ziehungen zwischen den S und r die Arbeit 2). Kommen nun noch 
überzählige Stabkräfte und Reactionen H, M, N^ • ' - hinzu, dann 
wird die Verschiebungsarbeit auch von diesen abhängig, wir können 
D, S) als Functionen der ff, Jf, JV^ • • • darstellen. Die wirklichen 
Werthe dieser überzähligen Grössen sind beim Eintreten des Prin- 
cips der kleinsten Verschiebungsarbeit bestimmt durch die Gleichungen 



(7) 



dH ~ ^ EF Wh 

dM ~ 2j EF ^^ ^ ' 
dB _ ^ IS dS _^ 
dN ~ 2ii EF dN ~^' 



worin die Summen auf sämmtliche nothwendigen und überzähligen 
Stäbe auszudehnen sind. Sobald man jET, My Ny • • kennt, lassen 
sich alle Stabkräfte und Stützenreactionen aus dem Gleichungs- 
system § 82, (1) oder andern rein statischen Beziehungen bestimmen. 
Ebenso kann man die noch nothwendigen Stabkräfte und Reactionen 
aus den Gleichungen 

ISi=Ai + ÜTtni + Mjtmi + NTtni H , 
^2 = ^ + H7t„^ + Mltm^ + NTCn^ -\ , 
Sg = -^8 + HtCh^ + Mnra^ + JV^Äng -\ , 

erhalten, worin A denjenigen Werth der Stabkraft oder Reactions- 
componente S darstellt, welcher den augenblicklich massgebenden 
äusseren Activkräften entsprechen würde, wenn nur das Haupt- 
system vorhanden wäre, während n^j iCmj ?«Jn, • * • die Werthe von S 
bedeuten, welche im gleichen Falle bezw. durch H = l, M=\, 
N = 1, ' ' ' allein erzeugt würden. 

Wollte man das Princip der kleinsten Verschiebungsarbeit 
auf die Bestimmung überzähliger Grössen H, M, ^, • • • in 
Fällen anwenden, für welche die Bedingungen seiner Gültigkeit 
nicht erfüllt sind, so würden sich stets mittelst desselben die- 
jenigen Theile genannter Grössen ableiten lassen, welche für 
^,U = 0, r = entstehen, wonach die auf anderem Wege er- 
mittelten Beiträge der r, U dem Principe der Coexistenz ent- 



1 

i 
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sprechend zu addiren wären, unter Umständen kann man aber 
durch Umformung von (7) schneller zum Ziele kommen. 

Es sei @ diejenige Beanspruchung eines Stabes Z, welche der 
wirklichen Längenänderung A dann entsprechen würde, wenn die 
Bedingungen des obigen Princips erfüllt wären, dann ist die wirk- 
Uche Stabkraffc 

(9) S = (B + T. 

Man denke sich nun an Stelle von T zwei äussere Kräfte Von dieser 
Grösse in den durch l verbundenen Knotenpunkten angebracht, wo- 
durch am Gleichgewichtszustande nichts geändert wird, dann 
lässt sich 

als neben den äusseren Kräften T wirkende Stabkraft ansehen. Für 
die Gesammtheit der so erhaltenen Stabkräfte besteht das Princip 
der kleinsten Verschiebungsarbeit, und da die äusseren Kräfte T sich 
mit H, Mj N, ' - ' nicht ändern, also allgemein 

• d® = dS 

ist, so treten an Stelle von (7) die daraus folgenden Gleichungen 

.Sf— TdS 



(10) 



Zj ef dM~^' 



deren Z wie die von (7) alle Stäbe umfassen. Ist z. B. das Princip 
der kleinsten Verschiebungsarbeit nur deshalb nicht erfüllt, weil be- 
liebige Temperaturänderungen r einzelner oder aller Stäbe statt- 
gefunden haben, so hat man nach § 81, (17) 

(11) T= — arEF 

und die Gleichungen (9) gehen in die folgenden über 



(12) 



Sind hieraus H, M, N, ' - bestimmt, so gilt für die weitere Be- 
rechnung das im Anschluss an (7) Gesagte. Vorstehende Berück- 
sichtigung der Temperaturänderungen hat zuerst Melan gezeigt 
(Wochenschr. d. östr. Ing.- u. Arch.-Vereins 1883). 
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XL Abschnitt. 
Scilwingniigeii und Wellen. 

Ein materieller Punkt ist in schwingender Bewegung, wenn er 
periodisch gleiche Orte durchläuft Das gewöhnlichste Beispiel einer 
solchen Bewegung bietet das Pendel. Die Schwingungsbewegung 
.entsteht, wenn durch Entfernen eines Punktes aus der Gleich- 
gewichtslage Kräfte (z. B. Elasticitätskräfte) auftreten, welche ihn 
nach der letzteren zurückzutreiben suchen und die störende Ursache 
dann fortfällt Unter dem Einflüsse der erwähnten Kräfte allein 
würde sich der Punkt nach Aufbrauch der empfangenen lebendigen 
Kraft der Gleichgewichtslage wieder nähern. Da jedoch die rück- 
treibenden Kräfte bis zur Erreichung der Gleichgewichtslage wirken, 
so wächst ebenso lange die Geschwindigkeit, der Punkt erlangt eine 
lebendige Ej-aft, die ihn über die Ruhelage hinausfährt, bis die 
alsdann entgegengesetzt wirkenden Kräfte eine. Umkehr veran- 
lassen u. s. f. In dieser Weise könnte das Spiel unbeschränkt fort- 
dauern, wenn nicht neue Ursachen, wie die Abgabe lebendiger Kraft 
an andere Punkte, die Umwandlung in Wärme u. s. w. eine Er- 
schöpfung bewirkten. 

Die Theorie der elastischen Schwingungen ist von höchster 
Bedeutung für die mathematische Physik; die Akustik und Optik 
beruhen vorwiegend darauf. Wir werden im letzten Abschnitte die 
Grundgleichungen zur Untersuchung elastischer Schwingungen auf- 
zustellen haben. Hiet handelt es sich besonders darum, mit den 
einschlagenden Anschauungen bekannt zu machen und zwar an der 
Hand desjenigen Falles, welcher zur Erklärung des Schalls und 
Lichts herangezogen wird. Weitere Fälle sind bisher nur verein- 
zelt und wenig eingehend untersucht worden. 

§ 86. Begriffe der Wellenlehre. 

Als Schwingungsphase eines Punktes zur Zeit t bezeichnet man 
seinen Ort und Bewegungszustand für diese Zeit. Der letztere ist 
durch Geschwindigkeit und Geschwindigkeitsrichtung bestimmt. Eine 
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Schwingung ist die Bewegung zwischen zwei gleichen Schwingungs- 
phasen. Die nöthige Zeit T für eine solche Schwingung heisst 
Schwingungsdauer, die Anzahl der Schwingungen in der Zeiteinheit 
Schwingu/ngs^cM n. Bei constantem T wäre also 

Die Abweichung eines schwingenden Punktes von der Ruhelage 
nennt man Elongation oder Ausschlag, der Absolutwerth a der 
grössten Elongation heisst Schwingungsamplitude, 

Waren die Punkte eines Systems unter Mitwirkung von Kräften 
im Gleichgewichte, welche sie selbst auf einander ausübten, so wer- 
den sich die Störungen des Gleichgewichts einzelner Systempunkte 
fortpflanzen. Man betrachte irgend eine von dem gestörten Punkte 
S ausgehende Punktreihe l. Die Bewegung von S wirkt gleich- 
gewichtstörend auf den benachbarten Punkt, durch diesen auf den 
folgenden und so weiter von Punkt zu Punkt, wir erhalten eine 
Wellenbewegung in der Reihe. Die Punkte zwischen zwei Punkten 
gleicher oder entsprechender (bei veränderlichen Schwingungen) 
Schwingungsphase bilden eine Welle der Punktreihe. Rückt die 
Störung in der Zeit dt um dl vor, so- heisst 

_dl 
^~ dt 

die FofipflanmngsgeschwindigJceit der Wellenbewegung, sie ist von 
der Osdllationsgeschwindiglceit des einzelnen Punktes wohl zu unter- 
scheiden. Den Weg, welchen die Störung während einer Schwin- 
gungsdauer T zurücklegt, nennt man Wellenlänge 



= I cdt 



Der Punkt E am Ende von A beginnt seine Bewegung gerade, 
wenn der Anfangspunkt Ä sie beendigt hat. Da femer von Ä 
nach E hin jeder folgende Punkt seine Bewegung etwas später 
beginnt als der vorhergehende, so werden sich selbst in dem Falle 
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zu bestimmter Zeit t alle Punkte zwischen Ä und E in verschie- 
denen Schwingungsphasen befinden, wenn die Schwingungen aller 
Punkte gleiche Amplituden erlangen und überhaupt ungeändert 

bleiben. 

16* 
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Erfolgen die Schwingnngeii in der Richtungslinie der Fort- 
pflanzung; so heissen sie Langüudmalschmngungeny stehen sie senk- 
recht znr Fortpflanzongsrichtung, dann nennt man sie Transversal' 
schtmngungm. Es sind auch schiefe geradlinige Schuoingungen denkbar, 
und ebenso können je nach den wirkenden Kräften elliptische^ 
parabolische und andere krummlinige Schwingungen um die Gleich- 
gewichtslage resultiren. Die Wasserwellen beispielsweise werden 
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nach Weber durch annähernd elliptische Schwingungen, nach Hagen 
(bei unendlicher Tiefe) durch kreisförmige Schwingungen erzeugt. 
Wie die bekannte Form der Wasser wellen aus elliptischen Schwin- 
gungen entsteht, ist in Fig. 31 angedeutet. Fig. 32 stellt eine Welle 
aus Transversalschwingungen, Fig. 34 eine solche aus Longitudinal- 
schwingungen und Fig. 33 eine aus schiefen geradlinigen Schwin- 
gungen dar. Man hat dabei stets die Lagen der schwingenden Punkte 

• • • • • • # 



Fig. 8S. 

für den fraglichen Zeitpunkt t zu fixiren. Bei geradlinigen Schwin- 
gungen bilden die Punkte, welche zur Zeit t die Gleichgewichtslagen 
passiren, die augenblicklichen Knotenpunkte der Wellenbewegung, 
während die grössten Abweichungen nach der positiven und nega- 
tiven Ausschlagrichtung hin als Wellenberg und Wellenthal bezeichnet 
werden. Durch Zusammenwirken geeigneter Ursachen können auch 
stehende Wellen resultiren, bei welchen alle Punkte ihre Schwin- 



Fig. 84. 

gungen gleichzeitig beginnen und endigen, die Knotenpunkte also 
festliegen. 

In einem Korper kann sich jede Störung in zahlreichen Punkt- 
reihen fortpflanzen. Jede Fläche, deren sämmüiche Punkte sich gleich- 
zeitig in gleicher Schwingungsphase befinden, heisst eine Wellen- 
fläche. Die Punkte zwischen zwei Wellenflächen gleicher oder ent- 
sprechender Schwingungsphase bilden eine Wdle des Punktsystems. 
Während die Fortpflanzung stets senkrecht den Wellenflächen er- 
folgt, können für die Schwingungen verschiedene Fälle eintreten. 
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Longitudinalschwingungen beispielsweise liegen normal und Trans- 
versalschwingungen tangential den Wellenflächen. Bei Uebertragung 
der lebendigen Kraft von kleineren auf grössere Wellenflächen werden 
sich die auf einzelne Schwingungen verwendeten lebendigen Kräfte 
und damit die Amplituden der letzteren im Allgemeinen ändern. 
Ginge die ganze lebendige Kraft von einer beliebig geformten Wellen- 
fläche auf eine andere mit gleich dichtem Belag von Punkten gleicher 
Massen und Krafteinwirkungen über^ so würden sich die lebendigen 
Kräfte zu Einzelschwingungen auf beiden umgekehrt wie die Grossen 
der Wellenflächen und speciell bei kugelförmigen Wellenflächen um- 
gekehrt wie die Quadrate der Radien verhalten. 

Hinsichtlich der Wellenbewegung wird das fortpflanzende Punkt- 
system Medium genannt. Bei homogenen Medien ist die Anordnung 
der wirkenden Punkte von jedem Systempunkt m aus die gleiche; 
bei in Bezug auf m isotropen Medien stimmt die Anordnung der 
wirkenden Punkte für alle durch m gehenden Geraden oder Ebenen 
überein. Der Ausdruck Anordnung betrifft in beiden Fällen Lagen^ 
Massen und Kräfte im anzüglichen ungestörten Zustande. Es ent- 
halten also in homogenen Medien alle Geraden von einerlei Rich- 
tung; in homogenen isotropen Medien alle Geraden beliebiger Rich- 
tungen Punktreihen gleicher und constanter Anordnung und Eigen- 
schaften. Wir wollen solche Punktreihen in der Folge homogene 
Punktreihen nennen. 

Nach den Lehren der Physik besteht der Schall in Longitudinal- 
schwingungen der gewöhnlichen Materie, das Licht in Trans versal- 
schwingungen des Aethers. 

§ 87. Einfache Schwingungen materieller Funkte. 

Für einen Punkt, der wie seine Masse durch m bezeichnet sei, 
möge mit Entfernung aus der Gleichgewichtslage M eine zurück- 
treibende Kraftresultante proportional der Entfernung Mm auftreten. 
Hat dieser Punkt bei einer Störung keine Geschwindigkeit senkrecht 
zn Mm erhalten, so werden lineare Schwingungen um die Gleich- 
gewichtslage entstehen, welche einfache Schwingumgen heissen und im 
Folgenden untersucht werden sollen. Wir wählen eine Schwingungs- 
richtung von M aus als positive, die andere als negative. Zur Zeit 
t sei r der positive oder negative Weg des Punktes m von der 
Gleichgewichtslage aus und v seine positive oder negative Geschwin- 
digkeit. Dann hat man die der beschleunigenden Kraft pro Massen- 
einheit proportionale Acceleration 

(1) d«r ^r. 
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Das negaÜTe Yoneichen ist za setzen, weil die Kraft f&r positive r 
in negatiTer, für negative r in positiver Richtong wirkt Die Con- 
staute h kann als beschlennigende Kraft f&r «n = 1, r = 1 definirt 
werden. Weil ferner 

so folgt mit (1) 

vdv=^ — hrdtj 

und wenn ^ C die Integrationsconstante bedentet, 

Es möge a die Schwingongsamplitude and u den Absolutwerth 
der Geschwindigkeit für r = bezeichnen. Dann liefert die letzte 
Gleichmig mit r = wegen v = + ti und mit r = ^a wegen 

(2) u^ = C = ka\ 
womit weiter 

(3) t;»=-ife(a» — r«) = u« — *r», 

, . dr dr 



und wenn h die Integrationsconstante bedeutet 
(4) t = —7^ arc sin 1- /» . 

Die Integrationsconstante ist hiemach die Zeit derjenigen Passage 
der Gleichgewichtslage, von welcher aus wir in (4) die arcus rechnen 
woUen, und rechnen wir t von einer Gleichgewichtslage aus, so 
können wir A == setzen 

Aus der letzten Gleichung folgt die Elongation und dann auch 
die Geschwindigkeit zur Zeit t 

r = a sin yic (t — ä), 



(5) 



t7 = -TT = tt COS Yk (t Ä) . 



dt 

Die Passagen von r = finden daher zu folgenden Zeiten statt 



Vk' ' Vk' 

und wir erhalten die Schwingungsdauer als Zeit zwischen irgend 
einer dieser Pass£^en und der übernächsten 

(6) T=-^=i 

unter n die Schwingungszahl verstanden. Da hiernach bei Beach- 
tung von (2) 
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(7) Vk 

SO kann man (5) auch schreiben ^ 



u 



= -^ = 2«« = -=., 



(8) 



r = a sin 2ä 
V =» ucos 2^ 



T 
i — h 



Diese Gleichungen liefern beispielsweise 
für t-h= 0, I, ^, ^ 



0, 



4 ' 2 ' 4 ' 

r = 0, a, 0, — a, 

V = w, 0, — w, 0, w^ 

und allgemein, wenn r^y Vi der Zeit ^i und r, v der Zeit t entsprechen 
V aber eine beliebige ganze Zahl bedeutet, 



5T 

a, . . . 

0, ... 



für t 



k± ^T, 



r = ri, 



V = Vi, 



ij 



f==fe + ?^r, 



r = — ri, v = — Vi. 



Wir können nun Folgendes aussprechen: 

a) Die Schwingungsdauer T und Schwingungszahl n sind un- 
abhängig von der Amplitude a, alle Schwingungen für ein gleiches 
h sind isochron. 

h) Von jedem Zeitpunkte ^i an folgen sich in Intervallen T 

T 
gleiche und in Intervallen — entgegengesetzte Schwingungsphasen. 

c) Die Oscillationsgeschwindigkeit v erreicht für r = nume- 
rische Maxima 



t; = + M = + 



2an 



= ayjc 



und für r = + « numerische Minima v = 0. 



^ — ^ 


t _^,^ 




.,,^^ 


r^ 


\y^r 


— fcj — _T — 


iN / 



riv \K 
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Fig. 86. 
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d) Beschreibt man (Fig. 35) um die Gleichgewichtslage einen 
Kreis mit dem Radius a und setzt den ganzen Winkelraum um o 
2ä = T, dann sind für jede Zeit ^ = Ä + (th) nach (8) 



om 



V 



mt = r. 
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e) Haben die Schwingungen 1 und 2 bei gleichem k verschie- 
dene Amplituden a^, «2, und werden ihre Phasen in den Fällen 




V« 






und 









Fig. 36. 



beziehungsweise als gleich und 
als entgegengesetzt bezeichnet, 
dann ergeben sich zu irgend einer 
Phase Wi(ri, vj der einen 
Schwingung die gleiche und 
entgegengesetzte Phase der an- 
deren Schwingung wie Fig. 36 
andeutet. 



§ 88. Wellen in homogenen Fnnktreihen. 

Es mögen sich nun die im vorigen Paragraph betrachteten 
Schwingungen eines Punktes in einer (genügend klein oder genügend 
weit vom Störungscentrum gedachten) homogenen Punktreihe mit 
constanter Geschwindigkeit c ohne Aenderung der Amplitude a fort- 
pflanzen. Die parallelen Einzelschwingungen der verschiedenen Punkte 
können longitudinal, transversal oder schief sein. Im Folgenden 
deuten grosse lateinische Bezeichnungen von Reihenpunkten deren 
Buhelagen an. 

Nach § 86 hat man die Wellenlänge, wenn T die Schwingungs- 
dauer, n die Schwingungszahl und u den Absolutwerth der Oscillata- 
tionsgeschwindigkeit beim Passiren der Gleichgewichtslage bedeuten, 

2nc 



(1) 



l = cT = 



2äc— = ^ 



Die Elongation eines Punktes S, welcher seine Gleichgewichtslage 
zur Zeit h passirt hat, ist nach § 87, (8) zur Zeit t 

t — h 



rQ = a sin 2x — ^ 



Da ein Punkt M in Entfernung e von S die entsprechende Passage 
der Gleichgewichtslage um die Zeit ^ = y später bewirkt, so ist 
für diesen zur Zeit t 



r = a sm 2ä W-^— ^ • 



Wir erhalten mit Rücksicht auf 
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z e e 

die Elongation und Oscillationsgeschwindigkeit zur Zeit t für. jeden 
Punkt M in beliebiger Entfernung e von einem anderen Punkte S, 
welch' letzterer zur Zeit h seine Gleichgewichtslage passirte, 



(2) 



r = a sin 2ä( — ^ —\ = a sm-^(ct — ch — e), 

dr o /* — Ä . e \ 2«/ . 7 \ 

t; = ^ = w cos 2äI — ji ~) = u cos -j-\p^ — ch — e). 



Nach § 87 wissen wir, wie sich die Schwingungsphase eines be- 
stimmten Punktes mit der Zeit ändert, aus (2) ersieht man, wie 
sich die Schwingungsphase zu bestimmter Zeit mit dem Orte und 
in beliebiger Entfernung e von einem gegebenen Orte mit der Zeit 
ändert. Wenn beispielsweise zur Zeit t ri, vi der Entfernung ei und 
r, V der Entfernung e entsprechen, v aber eine ganze Zahl bedeutet, 
dann folgen 

für e = ei + -^A, r = ri, v = vi, 

» e = ei + — ^ — A, r = — ri, v = — Vi. 

Die gestörte Punktreihe zerfällt also zu jeder bestimmten Zeit t in 
eine Folge von Strecken, an deren Enden die ^Gleichgewichtslage 
augenblicklich in gleicher Richtung passirt wird, während in den 
Streckenmitten entgegengesetzte Passagen stattfinden und alle Punkte 
zwischen den Streckengrenzen verschiedeoe Schwingungsphasen- ein- 
nehmen. Die Punkte jeder solchen Strecke bilden eine Welle. 

Kommen in einer Punktreihe Wellen von verschiedenen Aus- 
gangspunkten S und vielleicht auch von verschiedenen Portpflanzungs- 
richtungen vor, so ist es mitunter zweckmässig, alle Entfernungen 
auf ein und denselben Reihenpunkt Ä zu beziehen. Es sei h die 
Entfernung desjenigen Punktes S von -4, welchem h in (2) ent- 
spricht. Da die 
Portpflanzung der 

Schwingungen 
oben von S aus 
nach andern Punk- 
ten M erfolgte, so 
haben wir in beliebigen Entfernungen l = AM: 

für Wellen in der Richtung von Ä nach M (Fig. 37) mit 
(3) e = l + h, b = + h — ch, 
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r = asiD 
(4) 



= a sin -T-(^^ — ' + ^); 



t; = tt cos -^{ct — i + ^)i 
f&r Wellen in der Richtung Ton M nach Ä (Fig. 38) mit 
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(5) e = h-h 6 = i* + cA, 



(6) 



r SS asin -t-(c^ + f — 6), 

t; s= tt COS -T-(C^ + i — b). 



Die Schwingungsphasen^ welche verschiedene Wellen gleicher Fort- 
pflanzungsrichtong zur Zeit t für einen bestimmten Punkt M (l) 
erzeugen, sind nach vorstehenden Gleichungen nur von b abhängig 
und wird deshalb b die WeUenpluise genannt. Diese Phase ist for 
jede bestimmte Welle eine von Zeit und Ort unabhängige, in Längen- 
einheiten gemessene Constante. Wenn sich ri, vi auf eine Welle 
der Phase bi und r, v auf eine Welle der Phase b beziehen, v aber 
einz ganze Zahl bedeutet, dann folgen aus (4) für gleichlange Wellen 
gleicher Fortpflanzungsrichtung 

im Falle 6 = 6i -|- -^A, r = n, t; = i;i, 

„ „ 6 = 6i + — 2* — A, r = — ri, v = '-Vi, 

und aus (6) für gleichlange Wellen entgegengesetzter Fortpflanzungs- 
richtungen 

im Falle 6 = 2« — &i + "ö"^? r = ri, t; = vi, 

„ „ 6 = 2s — &i + -"^^tJL^^ r = — ri, « = — vj. 

Während für jeden Punkt unserer Reihe die im vorigen Para- 
graphen dargestellten Gesetze gelten, können wir für die Bewegungen 
der ganzen Reihe Folgendes aussprechen: 

a) Die Wellenlänge X ist unabhängig von der Schwingungs- 
amplitude a, alle Wellen der gleichen h, c sind gleich lang. 

b) Zu bestimmter Zeit t bestehen in Abständen A gleiche und 

in Abständen y entgegengesetzte Schwingungsphasen. 

c) Da nach (2) für et — e = Const. gleiche r, v eintreten, so 
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bewegt sich jede bestimmte Schwingungsphase oder ganze Welle 
mit der Geschwindigkeit c durch die Punktreihe. 

J) Denkt man sich zur Zeit t bei den Gleichgewichtslagen der 
Punkte M. deren augenblickliche Elongationen senkrecht zur ruhen- 
den Punktreihe als Ordinaten angetragen, so entsteht die in Fig. 35 
ersichtliche Gurve der Elongationen. Für Transversalschwingnngen 
gibt diese Gurve ein wirkliches (bei verschiedenen Masstaben der 
Abscissen und Ordinaten verzerrtes) Bild der Punktreihe zur Zeit t 
(Fig. 32). Bei Longitudinalschwingungen entsprechen den Knoten- 
punkten alternirend Verdichtungen und Verdünnungen der Punkt- 
reihe (Fig. 34). Um für alle Fälle ein Bild der Punktreihe zur 
Zeit t zu erhalten, hat man die Ordinatenaxe stets parallel den 
Schwingungsgeraden zu wählen (Fig. 33). 

e) Zwei gleichlange Wellen gleicher Fortpflanzungsrichtung und 
beliebiger Amplituden a würden zu bestimmter Zeit für d6n Punkt 
M{t) gleiche Schwingungsphasen erzeugen, wenn die Wellenphasen 

um ein gerades Vielfaches von — dififerirten, und sie würden für 

M{J) entgegengesetzte Schwingungsphasen bewirken , wenn die 

PhasendijBferenz der Wellen ein ungerades Vielfaches von — itäre. 

f) Zwei gleichlange Wellen entgegengesetzter Fortpflanz ungs- 

richtungen und beliebiger Amplituden a würden zur Zeit t nur für 

diejenigen Punkte MiJ) gleiche Schwingungsphasen erzeugen, für 

welche l um ein gerades Vielfaches von der halben Summe der 

/ & + &i _ 2v \ 
Wellenphasen ab wjeicht U = — ^ '~~2~^/ ^°^ ^^® würden allein 

für diejenigen Punkte MiJ) entgegengesetzte Schwingungsphasen 
hervorbringen, bei welchen l um ein gerades Vielfaches von der 

(&-)-6j 2^4-1 \ 
?= — r 1 2~^y • 

§ 89. Interferenz der Wellen. Combinirte Schwingungen. 

Als Interferenß der Wellen bezeichnet man die gleichzeitige 
Fortpflanzung zweier oder mehrerer Schwingungen in der gleichen 
Punktreihe oder im gleichen Punktsystem. Im Folgenden können 
die auf Punkt m übertragenen Einzelschwingungen von verschie- 
denen Wellen in derselben Punktreihe oder von Wellen in verschie- 
denen m enthaltenden Punktreihen herrühren. Der von den m be- 
einflussenden Kräften (Elasticitätskräften) abhängige Goefficient Ic 
ist für alle Wellen als gleich anzunehmen (§ 87). Bezeichnungen 
mit dem Index 1, 2, ... entsprechen den Wellen 1, 2, . - . 

Einzelschwingungen gleicher Geraden. Die Einzelwellen mögen, 
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wenn sie allein wirken, dem Punkte m zur Zeit t die positiven oder 
negativen Elongationen r^, r,, . • . in gleicher Geraden ertheilen, d. h. 
die durch die Einzelwellen bedingten beschleunigenden Kräfte sind 
zur Zeit t mJcr^, mkr^y . . . Es ist also zur Zeit t die ganze be- 
schleunigende Kraft •»ifc(ri + ^8 + • • •) ^^^ ^^® resultirende Accele- 
ration von m 

(1) ■^ = -*('-, + r, + ...). 

Nach § 87 hat man 

kr^ = ^, Jfcr, = ^l u. 8. w., 

sodass 

d*r d^r, , d^r, , 

dt^ dt^ ^ dt^ ^ 

Durch Integration folgt die resultirende Oscillationsgeschwindigkeit 
zur Zeit' t 

«' = 4r=^ + ^ + 4r + --- = ^+^« + "« + •••' 

und durch nochmalige Integration die resultirende Elongation 

r = Const. + C^ + rj + r, -j — • 

Wenn nun andere beschleunigende Kräfte als die durch die Wellen 
bedingten nicht angenommen werden, so muss nach dem Eintreffen 
der ersten Welle für unsern Punkt t? = v^, r = r^ sein und können 
auch mit dem Eintreffen weiterer Wellen Unstetigkeiten von v, r 
nicht entstehen, wir erhalten 

(2) r = r, + r^ + r^-\ 

(3) v = -^ = v^ + v^ + v^-\ 

Für jeden Punkt m sind zu jeder Zeit t die resultirende Elongation 
und resultirende Oscillationsgeschwindigkeit gleich der Summe der 
Elongationen und Geschwindigkeiten, welche die Einzelwellen für 
sich erzeugen würden. 

Nach § 87 haben bei bestimmtem Je alle Einzelschwingungen 
gleiche Dauer T. Wenn sich nun ri, vi auf die Zeit fe und r, v 
auf die Zeit t beziehen, v aber eine ganze Zahl bedeutet, so folgen 
aus (2) (3) mit Rücksicht auf § 87 

für f = fi + — T, y = ^, t; = vi, 

;> t = ti+ ^^ r, r = — ri, t; = — Vi. 

Die resultirende Schwingung ist von gleicher Dauer und Art wie die 
Einzelschwingungen, es gelten für sie mit der aus (1) (2) entstehen- 
den Grundgleichung des § 87 sämmtliche Beziehungen des letzteren. 
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EinzelschwingUBgen beliebiger Geraden. Die Einzelwelleu mögen, 
wenn sie für sich wirken, dem Punkte m zur Zeit t die Verrückungen 
5i; fli; §1? Sa? %7 &> • • • von der Gleichgewichtslage aus ertheilen. 
Wir erhalten dann die den beschleunigenden Kräften pro Massenein- 
heit entsprechenden resultirenden Accelerationen in den Richtungen 
X, y, z zur Zeit t^ gan^ wie oben schliessend, 



(4) 



A|- Ä(iji + % + •••), 



Aus diesen Gleichungen folgen, wie im vorigen Falle r, die ganzen 
Verrückungen von m zur Zeit t 

1? = i?i + v« + % H , 

Weiter haben wir zur Zeit t die als Absolutwerth aufzufassende 
Toialverrückung 



(5) 



(6) 9=Vr+'?''+g*, 

die Winkel ihrer Richtung mit den Richtungen Xy % z 

(7) cos (rx) = y , cos (ry) = ^ , cos (rz) = - , 
die Goordinatengeschwindigkeiten 

u. s. w. Es setzen sich also die von beliebig vielen Wellen be- 
liebiger Punktreihen oder Punktsysteme und Fortpflanzungsrich- 
tungen einzeln erzeugten Verrückungen und Geschwindigkeiten eines 
Punktes m dem Parallelogramm der Kräfte entsprechend zusammen. 
Bei bestimmten 1c sind alle Einzelschwingungen isochron. Wenn 
sich nun Grössen mit dem Index i und ohne Index auf die Zeiten 
^i und t beziehen, v aber eine ganze Zahl bedeutet^ so hat man 

U = Ui, V = Vif W = Wi. 

Die resultirende Schwingung, welche geradlinig, elliptisch oder sonst 
krummlinig ausfallen kann, ist von gleicher Dauer wie die gerad- 
linigen Einzelschwingungen. 
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Selbstverständlich können auch alle auf die betrachteten Punkte 
übertragenen Schwingungen einander vollständig aufheben, sodass 
Ruhe oder speciell fttr Schallschwingungen Stille und für Licht- 
schwingungen Finstemiss eintritt. 

§ 90. Frinoip von Huyghens. 

Wir setzen ein homogenes isotropes Medium voraus. Von jedem 
Punkte aus gehen Punktreihen der bisher betrachteten Art nach zahl- 
reichen Richtungen. Es handelt sich um Fortpflanzung bestimmter 
Schwingungen, Longitudinalschwingungen, Transversalschwingungen 
u. s. w., in diesem Medium. 

Ein Punkt 5 werde in Schwingung versetzt Berücksichtigt man 

allein solche Schwin- 
gungen der Punkte un- 
seres Mediums, welche 
von S aus in den Ver- 
bindungsgeraden über- 
tragen werden, so über- 
sieht man die Schwin- 
gungsverhältnisse aller 
Punkte aus dem Ge- 
sichtspunkte, dass die- 
jenigen Punkte, welche 
im Gleichgewichtszu- 
stande auf irgend einer 
von S ausgehenden Ge- 
raden lagen, nun eine 
schwingende Punktreihe nach Art der in § 88 betrachteten bilden 
(Fig. 39). Die Schwingungen pflanzen sich vom Storungscentrum 
S aus in concentrischen Kugelflächen fort. Alle auf einer Eugel- 
fläche um S gelegenen Punkte durchschreiten gleichzeitig gleiche 
Schwingungsphasen, bilden also eine Wellenfläche (§ 86). Auch 
der Wiedereintritt der Ruhe muss für die Punkte jeder solchen 
Eugelfläche gleichzeitig erfolgen. Die Richtungen der Fortpflanzung 
sind senkrecht den Elementen der Eugelflächen. Zu jeder bestimm- 
ten Zeit t zerfallt der Raum um in eine Anzahl Eugelschaalen, 
deren Endflächen nur Punkte in gleicher Passage der Gleichgewichts- 
lage enthalten, während die Punkte aller zwischenliegenden Eugel- 
flächen sich in verschiedenen Schwingungsphasen befinden. Jede 
solche Eugelschaale heisst eine Eugelwelle. Bleibt die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit c und damit auch die Wellenlänge A constant 
(wie dies in homogenen isotropen Medien zutrifft), so befinden sich 




Fig. 39. 
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die Pankte aller Wellenfläehen, deren Radien um ein gerades Viel- 
faches von -g- abweichen, in gleicher Schwingungsphase und die 
Pnnkte von Wellenflächen, deren Radien am ein ungerades Viel- 
faches von Y differireu, in entgegengesetzten Schwingungsphasen. 
Die Kugelwellen sind also von gleicher Dicke A, 

Den Grundgedanken der vorstehenden Anschauung hat schon 
1664 Robert Hooie ausgesprochen, indem er das Licht auf Schwin- 
gungen eines elastischen Medinms znrückführte, deren Fortpflanzung 
nach den vom Störungscentrum ausgehenden Kugelradien erfolge. 
Indessen ist die Anschauung zwar ffir manche Zwecke genügend, 
aber nicht alle Fälle um- 
fassend , nicht allgemein 
genug. Nach ihr würde 
z. B. in dem schrafflrten 
Baume der Fig. 40 voll- 
ständige Finstemi&s bezw. 
vollständige Stille herr- 
schen, wenn S die Licht- g 
quelle oder Schallquelle 
bedeutet. Die hier noth- 
weudige allgemeinere Auf- 
fassungrührt YonHuyghens 
her und wird nach ihm 
Huyghens'sches Prinäp ge- 
nannt. 

mg. 40. 
Das Einseitige der An- 
schauung Hooke's bestand in der stillschweigenden Voraussetzung, 
dass sich die Schwingungen vom Störungscentrum ans nach andern 
Punkten m mir in den Verbindungsgeraden fortpflanzen. Da aber 
jeder zu irgend einer Zeit ti bereits bewegte Punkt aus gleichem 
Grunde wie früher 8 das Centrum einer in EngelSächen fort- 
schreitenden Bewegung bildet, so ist der Schwingungszustand des 
Punktes I» zur Zeit t als Resultat der Interferenz aller augenblick- 
lich m erreichenden Einzelwellen anzusehen. Unter Voraussetzung 
von Schwingungen des in § 87 angenommenen Kraf^esetzes oder 
des Frincips der Coexistenz elastischer Bewegungen setzen sich die 
Schwingungen dem Parallelogramm der Kräfte gemäss zusammen, 
sie können als neben einander und unabhängig von einander existi- 
rend angesehen werden, wie dies auch die Erfahrung fSr Licht und 
SchaU lehrt. 
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Bezüglich der grossten Entfernung^ bis zu welcher die Bewe- 
gung von einem Punkte S aus bei ungehindertem Fortschreiten zur 
Zeit t gelangt, kommt man auf Grund der ersterwähnten An- 
schauung zu gleichen Resultaten wie mittelst des Princips von 
Huyghens. Denn sehen wir alle Punkte h der Eugelfläche Ky bis 
zu welcher die Bewegung zu irgend einer Zeit ^i vorgedrungen war^ 
als Gentren von neuen Eugelwellen an, so wird zu der späteren 
Zeit t die Grenze des Vordringens der Störung von S aus durch 
die Berührungsfläche der äussersten Wellenflächen um die Je gebildet 
sein. Diese Berührungsfläche ist aber ebenso lange eine K con- 
centrische Eugelfläche &, als man von S aus ohne Hindemiss radial 
nach Punkten von ^ gelangen kann, sie liegt bei constantem c in 
Entfernung c(t — h) von K oder in Entfernung et von Sy wenn 
wir die Zeit t von der Störung bei S an rechnen. Auf gleichem 
Wege zeigt sich, dass beide Anschauungen fQr den Fall ungehin- 
derten Fortschreitens der Störung die nämliche Wellenfläche der 
zur Zeit t beendigten Bewegung ergeben. Andererseits erkennt man 
sofort, dass jetzt auch Schwingungen in dem schrafifirten Räume der 
Fig. 40 auftreten können. Es werden alle diejenigen Punkte auf 

directem Wege (nicht 
reflectirte) Schwingun- 
gen erhalten, zu wel- 
chen von irgend einem 
der früher gestörten 
Punkte eine den Schirm 
nicht treffende Gerade 
fuhrt. 

Findet die erste 
Störung gleichzeitig in 
einem endlichen Räume 
8 statt (Fig. 41), so 
werden selbst im un- 
begrenzten Medium die 
Flächen beginnender 
und beendigter Bewe- 
gung keineEugelflächen 
mehr sein, sondern die 
Umhüllungsflächen derjenigen Eugelflächen, welche mit den Radien 
cta und de (bei constantem c, Zeiten fe und t^ von Anfang und Ende 
der Störungen in S an gerechnet) um die äussersten Punkte S ge- 
legt sind. Denn für jeden Punkt des Raumes S als eines Störungs- 
centrums gilt die obige Darstellung. Die beiden Grenzflächen der 




Fig. 41. 
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Bewegung müssen sich aber um so mehr Kugelflächen nähern^ je 
weiter sie sich von S entfernen. 

Ist das fortpflanzende Medium nicht homogen und isotrop , so 
findet eine ganz ähnliche Interferenz von Einzelwellen wie im oben 
behandelten Falle statt ^ doch ist c nicht mehr constant und sind 
die Wellenflächen keine Kugelflächen mehr. 

§^91. Versohiebungen durch einfache Schwingungen. 

Wir haben in §§ 89, 90 gesehen, dass durch Interferenz von 
einfachen Schwingungen materieller Punkte combinirte Schwingungen 
sehr verschiedener Bahnen entstehen können, indem sich gleich- 
gerichtete Wege und Geschwindigkeiten addiren und verschieden 
gerichtete dem Parallelogramme der Kräfte entsprechend zusammen 
setzen. Es sollen nun die von einem Punkte S ausgehenden ein- 
fachen Schwingungen eines homogenen Mediums unter gewissen 
Voraussetzungen 
noch weiter unter- 
sucht werden. 

Wir wählen 
ein Coordinaten- 
system in fester 
Lage gegen die 
Gruppirung der 
Punkte im anfäng- 
lichen ungestörten 
Zustande. Ein be- 
liebiger Punkt m 
habe seine Buhe- 
lage M von S aus 
in der Richtung l 
heix,y,is(FigA2). 

Dann setzen wir 

(1) a==cos(Za;), 

womit 

(2) 

Von den beiden aus M gezogenen Richtungen der Schwingungen 
des Punktes m sei diejenige der positiven Elongationen r durch r 
bezeichnet. Mit 

(3) (p = cos {rx)y X = cos (ry), ip = cos (r^) 
folgt dann für den Winkel von r mit l 

(4) cos (rV) = (X(p + ßx + yt- 




Fig. 42. 



a 



i 



ß = cos {ly), 

+ ^ + / = 1. 



y = COS (U), 



Weyrauch, Theorie elastischer Körper. 
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Die Verrückungen von m gegen M aber sind bestimmt durch die 
Gleichungen 

(5) S = »^9» V^^Xf t = ^^• 

Die auf der Geraden SM gelegenen Punkte unseres homogenen 
Mediums bildeu eine homogene Punktreihe (§ 86), die Constante Je 
und Schwingungsdauer sind für alle ihre Punkte von gleichem 
Werthe. Dagegen können die Amplitude a und, solange nichts 
Gegentheiliges bewiesen ist, auch die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit c nach Zeit und Ort verschieden sein. Die Aenderung der 
Amplitude a eines bestimmten Punktes ist durch das Yerhältniss 
von Abgabe und Neuaufnahme lebendiger Kraft bedingt, die Aen- 
derungen von a zu bestimmter Zeit auf einer Strecke von gegebener 
Länge sind um so geringer, je weiter sich die Strecke vom Störungs- 
centrum befindet. Wir wählen nun zwischen S imd M auf der 
Yerbin dungsgeraden einen Punkt Ä so nahe bei M, dass für die 
genügend kleine Zeit von ^ = bis t = t sowohl a als c auf 
AM =^ e als constant gelten können, wie dies beispielsweise für 
unendlich kleine ^, e immer zutrifft. Da die Störung über Ä nach 
M gelangt, so folgt aus § 88, (2) die Elongation von m zur Zeit t 

r = asin-j- (et — ch — e), 

worin h eine Constante bedeutet. Diese Gleichung gilt mit con- 
stanten a, c für genügend kleine t, e. 

Sind Xa, yat ^a die Coordinaten von Ä, so hat man 

« = __, ^=-7-, y ^- 

Durch Multiplication mit a, ß, y und Addition folgt 

e = (x'-Xa)a + {y — ya)ß + {0 — 0^)7- 
Wir setzen 

(6) h = aXa-{- ßVa + y^a — ck 

und erhalten die Elongation von m zur Zeit t 

(7) r ^=a sin -r- (et — ax — ßy — yz -\- 6), 

worin 6 für die Punkte der Strecke AM constant ist. Die Oscilla- 
tionsgeschwindigkeit von m zur Zeit t wird nun 

^ = -j- (^ <^08 -Y (et — ax — ßy •— y0 + h) 
oder mit der Bezeichnung 

(8) q = a cos -r- (et — ax — ßy — yz -{- h) 
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dr 
dt 



27tc 2n 

2= -f2: 



einfacher ausgedrückt 

unter T die Schwingungsdauer verstanden. 

Aus (5), (9) ergeben sich die Coordinatengeschwindigkeiten des 
beliebigen Punktes m (x, y, z) 



(10) 



u 



dt 

dri 



2nc 
~X 

27CC 



92; 



^ = ^ = -T-X2: 



W 



dt 

dt 



2nc , 



dt X 

und hieraus die Coordinatenaccelerationen 



(11) 



dt 

dv 
Jt 

dw 

'dt 



dn 

dt^ 



a« 



n 



dt^ 

d^ 
dt^ 






Im Folgenden haben wir es mit verschiedenen, wenn auch unendlich 
benachbarten, Richtungen oder Punktreihen l zu thun. . 

Isotrope Medien. Wir denken uns den Ursprung der Coor- 
dinaten in den Punkt 8 gelegt, womit b für die Punkte einer durch 
A gehenden Kugelfläche um S constant und im Sinne des § 89 die 
Phase der AM treflfenden Kugel wellen wird. Da femer die Rich- 
tung l der Fortpflanzung bei endlichem SM für alle m unendlich 
benachbarten Punkte als constant gelten kann, so ergeben sich aus 
(5), (7) mit der Bezeichnung (8) folgende Ausdrücke für die Ver- 
schiebungen bei m 

drj 2« 

dx X 



— ^aq)q. 



(12) 



rag 

dx 




29t 

X 


ag 

dy 




2n 
X 


as 

\dz 


— 


2it 

X 



«Xü: 



dt 



2n 



= --rß'P9> 



r.= — -T V^<1. 



dy\ 



2n 

-YV11, 



dx 

^A 

dy 

^A 

dz 



X 
2n 

T 

2n 



ytq- 



Durch nochmalige Differentiation entstehen 

(dn (2nY o a»7? /2nY o dH (2ny „ 

a*J (2ny o d^'ri /2«V jj d^i (2icY « 

Aus (12) erhalten wir bei Beachtung von (4) die Dilatation bei m 

16* 



(15) 
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(") ■ --i+S + H — ¥«-('0 

und deren Differentialquotienten 

(da, /2jr\« . « 

■FF' {-J-) rr cos (rl). 

Die Gleichungen (13) liefern mit der Bezeichnung 

wegen (2) die Werthe 

(16) A*g = - (?^) V, ^'n (¥)V, A^5 = -(¥)V 

Durch (12) sind auch die Gleitungen g^y, gyg, g^x bestimmt. In 
(14), (15) kann die Gondensation an Stelle von — o gesetzt 
werden. Die Gleichungen (11), (13), (16) lassen sich mit Rücksicht 
auf (5) noch einfacher ausdrücken. Aus (8) entnehmen wir 

Beliebige homogene Medien. Anstatt in den Punkt S wollen 
wir den Ursprung der Goordinaten jetzt in den Punkt Ä legen. 
Betrachtet man dann 

(18) axa + ßya + y^a = 

als Gleichung einer senkrecht zu l durch Ä gelegten Ebene und 

(19) ax -{- ßy -{- y0 = e 

als Gleichung einer der vorigen parallelen Ebene durch M, so ge- 
langt die Störung von den unendlich nahe an A auf der ersten 
Ebene gelegenen Punkten gleichzeitig (wegen gleichem e) und mit 
gleicher Phase (wegen gleichem 6) zu den unendlich nahe bei M 
auf der zweiten Ebene gelegenen Punkten. Das Gleiche gilt für 
alle J.ilf unendlich benachbarten Punkte auf zu l senkrechten Ebenen 
zwischen Ä und M, man kann von einer Fortpflanzung der Störung 
in ebenen Wellen unendlich kleiner Flächen sprechen, für welche 
ebenfalls die oben abgeleiteten Gleichungen gelten. Diese Gültig- 
keit ist nun aber, weil keine kugelförmigen Wellenflächen voraus- 
gesetzt wurden, nicht mehr auf homogene isotrope Medien be- 
schränkt, sondern besteht für beliebige homogene Medien und 
beispielsweise auch für die homogenen Theilchen heterogener Medien. 
Potentialschwingungen und Schwingungen ohne Dilatation. Für 
Potentialschwingungen hat man nach § 30, (5) 



ß9 — ^Xf 


yx — ßt 


und damit nach (12) 




dy dx ' 


dfi dt 
dz dy 
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A9V dtO Afi dtH A 9 C doi 

und mit Rücksicht auf (15) (16) speciell im Falle einfacher 
Schwingungen 

9? == aco8(rZ), j^ =s j8co8(r?), ^ = ycos(rZ). 

Hieraus folgt durch Multiplication mit q>y %, t ^^^^ Addition 

1 = cos« (r Z), cos (rT) = + 1. 

Die Schwingungen sind Longitudinalschwingungen. Setzen wir 
umgekehrt einfache Longitudinalschwingungen voraus ^ so folgen 
wegen zusammenfallender Richtungslinien Ton r und l 

^ = 11 
dx dz ' 

die Bedingungen für Potentialschwingungen. — Für Schwingungen 

ohne Dilatation ist = und im Falle einfacher Schwingungen 

nach (14) (15) 

coB(rt) = 

Transversalschwingungen entsprechend, umgekehrt hat man für 
einfache Transversalschwingungen mit cos(r?) = auch o = 0, 
es findet keine Dilatation statt. Wir können also aussprechen: 
Bei einfachen Schwingungen sind Potentidlschtmngungen mit Longitu- 
dinalschwingmigen und Schwingungen ohne Dilatation mit Transversal- 
schmngungen identisch. 

§ 92. Weitere Versohiebungsfonotionen. 

Es sollen nun, auch die von einfachen Schwingungen herrühren- 
den Normal Verschiebungen, Total Verschiebungen und Dehnungen 
einer beliebigen Richtung n, sowie die Normalgleitungen, Totalglei- 
tungen und Schiebungen je zweier beliebiger Richtungen n, s bei 
tn {x, y, z) abgeleitet werden, da einzelne der betreflfenden Ausdrücke 
in der Folge zur Anwendung kommen. 

Substituirt man §91,(12) in §21,(2), so folgen die Com- 
ponenten der Totalverschiebung r« irgend einer Richtung n in den 
Richtungen x, y^ e * 



(1) 



27C .-. X 

a?n= ^g9Cos(Zn), 

yn = — x2%ßös(Zn), 
Zn = j- g^cos(?n). 
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Darch Quadrireu und Addiren dieser Gleichungen ergibt sich 

(2) Vn = -^ q G08 (In) y 

wobei jedoch rechts nur der Absolutwerth zu nehmen ist Bezeichnet 
man die Richtung der Total Verschiebung vorübergehend mit q, so 
folgen aus (1), (2) 



X 
n 



cos (9«) = - — + 9), 



*■, 



cos (py) = -"- = + X, 

H 

n 



Die Totalverschiebungen sind parallel der Schwingungsgeraden. 

Für die Componente von r„ in beliebiger Richtung s hat man 

allgemein 

Sn = a^n cos {sx) + j/„ COS {sy) + »n cos {sz) 

imd mit (1) in unserm Falle 

(3) Sn = Y^ ^^^ ('**) ^^^ (^^)' 

Durch Vertauschen von w, s entsteht 

n, ~ ^ g cos (Zs) cos (rw) 

imd wir erhalten die Normalgleitung der Richtungen n, s 

(4) ^n* = s» + w, = Y ff [cos (Zn) cos {rs) + cos (Zs) cos (rn)J. 

Die Normalverschiebung der Richtung n folgt aus (3) mit s = n 

(5) Wn = ^2 cos (in) cos (rw) 

und die Transversalverschiebung aus (2) (5) 

(6) ^„ = — gr cos (Zw) sin (rn), 

wobei wieder rechts nur der Absolutwerth massgebend. Die Rich- 
tung von tn ist durch § 4, (7) bestimmt Nach (1) — (6) sind die 
Verschiebungen von Punkten der Richtungen n _L Z gleich Null und 
ebenso die Gomponenten der Verschiebungen beliebiger Richtungen 
n in Richtungen 5 _L r. 

Die Totalgleitung zweier beliebiger Richtungen w, s drückt sich 
allgemein aus 

und hier nach Substitution von (1) und der entsprechenden Werthe 
für die Richtung s 
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(7) pns — (-^) g* COS (In) cos (Is). 

Die Gleichungen (7) (2) lassen ohne Weiteres auf die- Verhältnisse 
der Grenzverschiebungen schliessen. Das Verschiebungsellipsoid 
erscheint als ümhüUungsfläche einer geraden Strecke, welche von m 
aus nach beiden Richtungen der Schwingungsgeraden bis zu Ent- 
fernungen 

reicht. Schliesslich erhalten wir die Schiebung der beliebigen Rich- 
tungen n, s 

-yj g^ COS (iw) cos («s) 

— r * [^^^ ^"^^ ^^® (^^) "^ ^^^ (^^) ^^^ (^**)] 

und damit wegen 

für die Dehnung e« der Richtung n 

(9) (1 + e«)^ = 1 ^ g cos (In) cos (rw) -f (-^j g^ cos^ (in). 

Auf diese Beziehung hätten wir auch aus (2) (5) schliessen können. 

Für Potentialverschiebungen muss wegen s„ = w, für beliebige 

n, s sein 

cos {In) cos (rs) = cos (Zs) cos (rw), 

was nur für ^ = + ^ zutriffi, wir haben dann Longitudinalschwin- 
gungeu; wie sich bereits in § 91 ergeben hat. 



(8) 



Xn. Abschnitt, 
üeber elastische Schwingangen. 

Bei Untersuchung elastischer Schwingungen gehen wir von der 
zweiten Auffassung der Spannungs- und Beweguugsgesetze aus, für 
welche die Spannungen stetige Functionen der anfanglichen Coor- 
dinaten und Normalenrichtungen ihrer Flächenelemente sind. Rühren 
die Spannungen von den Schwingungen allein her, so gilt das 
Gleiche für die auftretenden äusseren Kräfte, es kommen äussere 
Massenkräfte nicht vor, die Schwingungen erfolgen um die Gleich- 
gewichtslagen im anfänglichen ungestörten Zustande. Sind jedoch 
von den Schwingungen unabhängige äussere Kräfte vorhanden, 
welche für sich Gleichgewicht hinsichtlich des gewählten Coordmaten- 
systems erzeugen könnten, so folgen unter Voraussetzung des Prin- 
cips der Goexistenz die Schwingungen um die den unabhängigen 
Kräften entsprechenden Gleichgewichtslagen denselben Gesetzen, wie 
die Schwingungen um die Lagen im anzüglichen ungestörten Zu- 
stande bei gänzlichem Fehlen unabhängiger äusserer Kräfte (§ 37). 
Für die von letzteren und den Schwingungen herrührenden Span- 
nungen besteht aber das Princip der Goexistenz dann, wenn in den 
Spannungsausdrücken des VI. und VII. Abschnitts die CoefBcienten 
der Verschiebungsfunctionen und von r während der Bewegung 
constant sind. Solche Fälle kommen hier allein in Frage. Da 
ferner die Schwingungen um die den unabhängigen äusseren Kräften 
entsprechenden Gleichgewichtslagen, welche bei Fehlen solcher Kräfte 
mit den anfänglichen Lagen identisch sind, allein interessiren, so 
können wir von unabhängigen äusseren Kräften, wie beispielsweise 
von äusseren Massenkräften, ganz absehen. Die Differentiale der 
Spannungen oder Verschiebungen in den Bewegungsgleichungen 
entsprechen denjenigen Werthen dieser Grössen, welche durch die 
Schwingungen allein bedingt sind, homogene Körper verhalten sich 
als homogene Medien und homogene isotrope Körper als homogene 
isotrope Medien. 

Die Untersuchung elastischer Schwingungen von Flüssigkeiten 
erfolgte bisher nach besonderen Formen der hydrodynamischen 
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Grundgleichimgen von Euler. Bei Beurtheiluiig der elastischen 
Schwingungen sonstiger isotroper Körper ging man entweder mit 
Cauchy von der Bewegung eines Punktes unter dem Einflüsse aller 
ihn afficireuden aus oder man legte die von Lame aus den 
Spannungsgesetzen abgeleiteten Schwingungsgleichungen isotroper 
fester Körper zu Grunde, für welche die A^fangsspannungen gleich 
Null sind. Das erste Verfahren ist sehr umständlich, und beide 
beruhen auf der Voraussetzung von Centralkräften zwischen den 
einzelnen Punkten, welche Annahme wir bereits fallen lassen mussten. 
Wir werden in § 97 auch die Grundgleichungen für elastische Schwin- 
gungen beliebiger isotroper Körper erhalten. Die neueren optischen 
Untersuchungen zu Grunde liegende Annahme eines gleichartigen 
Verhaltens von Aether und festen Körpern erscheint danach insofern 
zutreffend, als sich die Schwingungsgleichungen für beide Fälle in 
gemeinsame Formen bringen lassen. 

Von den Grundgleichungen ausgehend wird sodann festzustellen 
sein, unter welchen Voraussetzungen Schwingungen der im vorigen 
Abschnitte betrachteten Art möglich sind. Wir machen dabei von 
den Beziehungen des § 91 Gebrauch. Wenn damit zunächst nur 
homogene isotrope und anisotrope Körper behandelt werden, so 
gelten doch die entstehenden Beziehungen auch für die einzelnen 
homogenen Theilchen heterogener Körper. Schliesslich sei bemerkt, 
dass die symbolische Bezeichnung 

im Folgenden ohne weitere Erklärung Verwendung finden wird. 

§ 93. Grundgleiohungen für Schwingungen von Flüssigkeiten. 

Wir geben in diesem Paragraphen die Grundformeln zur Unter- 
suchung elastischer Schwingungen von Flüssigkeiten ohne Rücksicht 
auf die im XI. Abschnitte vorgetragenen Anschauungen und Re- 
sultate. Die folgenden Beziehungen lassen sich auch aus den in § 97 
enthaltenen Gleichungen für beliebige isotrope Körper entnehmen; 
sie werden hier für sich abgeleitet, weil die Schwingungen von 
Flüssigkeiten (insbesondere der atmosphärischen Luft) vielfach allein 
interessiren. 

Für beliebige Schwingungen der Theilchen um ihre Gleich- 
gewichtslagen entnimmt man aus § 65, (14) 
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worin ft die specifische Masse im anfanglichen ungestörten Zustande 
bedeutet. Setzt man für gleichzeitige Aenderungen von p und cd 



(1) 

so folgen 



M, 






dp 

am ' 



(2) 



dt' 
dt^' 

dt'' 



0, 



4- 1 -^? = 
^ (i dy ' 



+ 



unter 
(3) 



e d(o 
fi dz 



0, 



0, = ^^ -I- ^1 + -^f 
dx*dy * dz 



die Dilatation bei x, y, z- verstanden. 

Durch zweimalige Differentiation von (3) nach t entsteht 

a'iD dn , d^ri , a»t 



+ 



+ 



a<" dxdt^ ' dydt* ' a^^at* 

und indem man die aus (2) folgenden Ausdrücke der Differential- 
quotienten rechts substituirt 

(4) 



a«fl) 



A^o. 



a«» ' fi 

Während wir in (2) (3) vier Gleichungen zur Bestimmung der 
Unbekannten §, 17, ^^ o haben ^ enthält Gleichung (4) nur noch 
eine Function o der Unabhängigvariabein x, y, 0, t, sie lässt sich 
in einfacher Weise lösen^ worauf 5, ly, f aus (2) folgen. 

An Stelle von (2) — (4) können wegen §61,(10) und mit der 
Bezeichnung 

(5) 

auch folgende Beziehungen treten 



c* = - 



(du , ^am _Q 



(6) 



w+^^^ = o, 



dm 

Hl 



d_v_ 
dt 

dw 

Tt 

du 

dx 

d*(o 
dt^ 



dx 
d(o 
dy 



[dt ^^ dz ^' 

"*" ä^ ■*■ ä7 ~ ^' 



(7) 

(8) 

und in (1) — (6) darf wegen 

(9) + = 

die Gondensation für — o gesetzt werden. 
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Bei der raschen Aufeinanderfolge der Schwingungen kann 
während einer derselben für das schwingende Theilchen weder 
Wärmezufuhr noch Wärmeentziehung von Aussen in Betracht 
kommen. Die mechanische Wärmethorie nennt solche Aenderungen 
von p, G} adiabatische Zustandsänderungen, diesen entsprechen also 
die Beziehungen (1), womit e, c^ für die hier in Frage kommenden 
Aenderungen constant werden. Die Lösung unserer Gleichungen 
(z. B. in § 94) ergibt, dass c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Schwingungen ist. 

Die Gleichungen (6) (7) lassen sich auch aus den hydrodyna- 
mischen Grundgleichungen von Eukr ableiten, wenn angenommen 
wird, dass die Componenten u, v, w der OsciUationsgesch windigkeit 
von m (a?, j/, 13) klein genug sind, um in § 61, (6), je die drei letzten 
Glieder als kleine Grössen zweiter Ordnung vernachlässigen zu 
dürfen. Es folgen dann aus § 63, (2) für Schwingungen um die 

Gleichgewichtslagen 

dp . du ^ 

dp . dv f. 

dp . dw f. 

worin nun ft die augenblickliche specifische Masse bedeutet. Da 
jedoch der geringen Veränderlichkeit von ^i wegen der Quotient in 

nur um verschwindend wenig von 1 abweicht, so können wir in 
obigen Gleichungen auch die anfängliche specifische Masse unter fc 
verstehen. Da ferner mit 

in der Continuitätsgleichung 

dfi , dftu , dfiv , dfiw ^ 

die Grössen 0u, cv^ 6w bei der vorausgesetzten Kleinheit von 
u, V, w kleine Grössen zweiter Ordnung sind, so geht diese Gleichung 
in (7) über. 

§ 94. Einfache Schwingungen von l^lüssigkeiten. 

Wir wollen nun feststellen, unter welchen Voraussetzungen ein- 
fache Schwingungen der im XL Abschnitte untersuchten Art und 
damit auch alle daraus combinirten Schwingungen (§ 75) in Flüssig- 
keiten möglich sind. Dies ist dann der Fall, wenn die für ein- 
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fache Schwingungen gültigen Beziehungen eine Lösung der Grund- 
gleichungen des § 93 bilden. Die Schwingungen mögen vom Punkte 
8 ausgehen. Für die einem Punkte m der Anfangslage M unend- 
lich benachbarten Punkte sind Amplitude a und Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit c als constant anzusehen. Wählen wir 8 (oder einen 
zwischen S und M gelegenen Punkt -4, § 91) als Ursprung der 
Coordinaten und substituiren die alsdann gültigen Differentialquo- 
tienten werthe nach § 91 in § 93, (2), so folgen für ein Theilchen 
bei m 

ea cos (rl) + (i(p(^ = 0, 

eß cos (rl) -f- (ixc'^ = 0, 

ey cos (rl) + fii^c^ = 0. 

Multiplicirt man die erste, zweite und dritte dieser Gleichungen bezw. 
mit a, ßj y und addirt, so entsteht mit Bücksicht auf § 91, (2) (4) 

(2) {e + /lic^ cos (rü) = 0. 

Diese Gleichung hat zwei Lösungen, welchen die in Flüssigkeiten 
möglichen einfachen Schwingungen entsprechen müssen. 

Longitudinalschwingungen. Die erste Lösung bildet 



(1) 



e 



(3) «*=-, 

Damit folgen aus (1) * 

9 = a cos (rZ), % = ß cos (rl), ^ = y cos (rl). 

Durch Multiplication dieser Gleichungen mit q>, %, ^ und Addition 
entsteht 

1 = cos^ (rl). 

Die Gleichung (3) führt also auf Longitudinalschwingungen und 
liefert die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c derselben. Bedeuten g 
die Acceleration des freien Falls und F, Vq die specifischen Vo- 
lumina eines Massentheilchens augenblicklich und im ungestörten 
Zustande, so haben wir 

_ 1 _ J^ V 
^'^gVo TvVo' 

^~ dca ~ dV ^ ' 

und weil hierin der geringen Aenderung des Volumens wegen 
V: Fq = 1 gesetzt werden darf. 



dp 
dV 



(4) c = y:^^.F=]/-^F^ 

Die Gleichung lässt sich für bestimmte Flüssigkeiten noch anders 
gestalten (§§ 95, 96). 
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Transversalschwingniigeii. Die zweite Lösung von (2) ent- 
steht mit 

cos (rl) = 0, 

wir hätten dann Trans Versalschwingungen. Da jedoch für diesen 
Fall jede der Gleichungen (1) die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

(5) c = 

liefert, so können Wellen von Transversalschwingungen in Flüssig- 
keiten nicht vorkommen, wenigstens nicht unter Voraussetzung der 
Bewegungsgleichungen § 93, (2), welche einen speciellen Fall der 
für beliebige isotrope Körper gültigen bilden. Weil ferner durch 
Interferenz von Longitudinal Schwingungen wieder solche entstehen 
(§ 89), so müssen auch die Schallschwingungen der Flüssigkeiten 
Longitudinalschwingungen sein, falls sie aus einfachen Schwin- 
gungen der in § 87 untersuchten Art combinirt sein sollen. Die 
Akustik nimmt dies an, und da sich beliebige einfache Schwin- 
gungen an derselben Stelle nach (3) oder (4) gleich schnell fort- 
pflanzen, so drücken diese Gleichungen ganz allgemein die Schall- 
geschwindigkeit in Flüssigkeiten aus, was nach §§ 95, 96 durch die 
Erfahrung bestätigt wird. 

§ 95. Sohallgesohwindigkeit in Gasen. 

Wir gehen von der im vorigen § für beliebige . Flüssigkeiten 
gefundenen Formel 

aus, worin der DiflFerentialquotient einer adiabatischen Zustands- 
änderung entspricht. Für atmosphärischie Luft pflegt man das. 
MarioUe-Gay-lMSScufsche Gesetz 

(2) pr=RT=R(a + t) 

als gültig anzunehmen, worin R eine von p, V unabhängige Grösse 
und T = a -{- t die absolute Temperatur bedeutet, welche um eine 
Constante a höher als die Temperatur t nach Celsius ist. Sodann 
besteht speciell für adiabatische Zustandsänderungen von Gasen die 
Beziehung 

(3) p F* = Consi, 

unter Je das constante Verhältniss der specifischen Wärmen bei con- 
stantem p und constantem V verstanden. Gleichung (3) wird in 
der mechanischen Wärmetheorie abgeleitet,* war aber schon vor 
Ausbildung der letzteren als Poisson'sches Gesetz bekannt. Durch 
Differentiation von (3) folgt 
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BodaM für Crase 

und damit aas (1) die SchaUgeschwindigkeit 

(5) c^Yk^^YikRf, 

Wie schon in § 93 dürfen anch die Werthe Ton p, V im unge- 
störten Zustande an SteUe der angenblicklichen gesetzt werden. 
Nach (o) hangt c nor von T, nicht von dem Factor p oder V ab. 
Ffir trockene atmosphärische Lnft fand BegnauU bei^= 9,8089 m, 
p = 1 Atmosphäre «» 10333 kg und T = a =» 273^ das specifische 
Gewicht 1 : F= 1^318 kg. Wir erhalten hiemach ffir trockene 
Lnft an Orten von g — 9,8089 aus (2) 

^ = 1.29318 . 273 = ^^^^ 

und mit der Bezeichnung a = — = 0,003663 und dem gegenwartig 
gebräuchlichen Werthe k = 1,41 



(6) c = 20,118 /T = 332,43 Vl+Vt 

Diese Gleichung liefert 

für ^ = — 20 — 10 10 20 30 40" C. 

c = 319,96 326,29 332,43 328,47 344,40 350,22 355,92 m. 

Moll und van Beck erhielten 1823 durch Versuche für trockene Luft 
von 0^ C. Temperatur c == 332,25 m, welcher Werth auch gegen- 
wärtig noch als am zuverlässigsten gilt. 
Da nach (2) 

L. :?. 

bei bestimmten j>, T fEir alle dem Mariotte-Gay-Lussac'schen Ge- 
setze folgenden Gase gleich gross ist^ so haben wir, wenn sich B, V 
auf ein beliebiges Gas und Ba^ F« auf atmosphärische Luft be- 
ziehen, d aber die Dichtigkeit des ersteren in Hinsicht der letzteren 
bei gleichen p, T bedeutet, 



K * 



Die Schallgeschwindigkeit in beliebigen Gasen kann also nach (5) 
auch ausgedrückt werden 



(7) . c -= YhgRa f 
und fQr trockene Gase nach (6) 

(8) c = 20,118 y^ = 332,4 |/^-i-^ 
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Die Schallgeschwindigkeit ist hiernach um so grösser, je kleiner 
die Dichtigkeit und beispielsweise bei |> = 1 Atmosphäre und t=^(f 

für atmosphärische Luft mit d = 1 c =« 332,4 m 

Sauerstoff 1,10563 316,1 

Stickstoff 0,97137 337,3 

Wasserstoff 0,06926 1263,0 

Kohlensäure 1,52901 268,8. 

Die allgemeine Gleichung (5) lässt sich für beliebige g und 
feuchte Luft (oder Gase überhaupt) noch etwas anders ausdrücken. 
Nach der Aerostatik hat man 

(9) 11 = 9^, 9»= ' 



1 — E L 
P 

worin G eine Constante und q) einen Correctionsfactor bedeutet, 
durch welchen die Feuchtigkeit dem Dalton' sehen Gesetze ent- 
sprechend berücksichtigt wird. Dabei bezeichnen p den Druck der 
feuchten Luft, f denjenigen des beigemengten Dampfes allein, 1 — e 
das Verhältniss der specifischen Gewichte von Dampf und trockener 
Luft für gleiche p, t Mit (9) folgt aus (5) 

(10) c = y^hcf. 

Hiemach ist die Acceleration g ohne Einfluss auf die Schallgeschwin- 
digkeit. Dies Resultat wird durch 1822 von Stampfer und 1844 
von Bravais vorgenommene Versuche bestätigt. Für trockene 
atmosphärische Luft von 0® C. Temperatur fand ersterer bei 1304 m 
Höhenunterschied der Endstationen die Geschwindigkeit 332,44 m 
und letzterer bei 2116 m Höhenunterschied 332,37 m, genau über- 
einstimmend mit dem zunächst für g = 9,8089 berechneten Aus- 
drucke (6). 

Die Constante C' in (10) ergibt sich aus (9) mit irgend 
welchen zusammengehörigen Werthen von R, g, y, beispielsweise 
für atmosphärische Luft mit R = 29,269, g = 9,8089, 9 == 1 , 

G = 9,8089 . 29,269 = 287,09; 

sodass entsprechend (6) für feuchte Luft an beliebigen Orten 

(11) c = 20,118 y^. 

Bei den Verhältnissen der Atmosphäre kann man in' (9) etwa 

£ = — setzen und wäre dann q> wie beim barometrischen Höhen- 

messen aus gewissen Beobachtungen zu bestimmen, doch weicht 
sein Werth so wenig von 1 ab, dass die Feuchtigkeit meist unbe- 
rücksichtigt bleiben kann. Da in der Atmosphäre mit 1 — £ < 1 
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der Correctionsfactor q> <1 wird, so muss die Schallgeschwindig- 
keit bei feuchtem Wetter etwas grösser als bei trockenem von 
gleicher Temperator sein. 

§ 96. Sohallgeschwindigkeit in tropfbaren Flüssigkeiten 

und Dämpfen. 

Wir gehen wieder von der nach § 94 für beliebige Flüssig- 
keiten gültigen Formel 

(1) c = Y^'H 

aus. Der Differentialquotient entspricht einer adiabatischen Aende- 
rung von p, V, Die mechanische Wärmetheorie liefert für adiaba- 
tische Zustandsänderungen von Flüssigkeiten 

(2) If = * (I?) = - ^-'y> 

worin Z; = Cp : c» das Yerhältniss der specifischen Wärmen bei con- 
stantem p und constantem V, und der eingeklammerte Differential- 
quotient das Verhältniss der Aenderungen von p und V bei con- 
stanter Temperatur bedeutet, at aber Compressionscoefficient genannt 
wird. Damit folgt aus (1) 

(3) » - y-.uT-m - Vf^. 

und ist z. B. für Gase nach § 95, (5) 



(dp\ p 1 

\dv) F' "' = 7 



Tropfbare Flüssigkeiten. In (3) wäre p in Kilogrammen per 
Quadratmeter zu substituiren. Soll jedoch a< in (2) auf ein in 
Atmosphären gemessenes p bezogen werden, dann hat man dort 
10333^ an Stelle von p zu setzen und damit auch in (3) unterm 
Wurzelzeichen mit 10333 zu multipliciren. So folgt für ^ = 9,8089 

(4) c -= 318,36 yr^, 

welche Formel noch immer fQr beliebige FlQssigkeiten gilt. Sie 
liefert z. B. für reines Wasser von 1 Atmosphäre Druck 

bei < = 10 . 20 30» C. 

7=0,00100014 0,00100026 0,00100175 0,00100426 cbm 

mit I Ä = 1,0006 1,0012 1,0069 1,0160 

a,= 0,0000503 0,0000600 0,0000617 0,0000562 
c— 1420 1317 1287 1357 m. 
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Versuche, welche Colladon und Sturm 1827 im Genfer See bei 9^ 
Temperatur vornahmen, ergaben c = 1435 m. Auch hier ist, wie 
bei Gasen, c wesentlich von der Temperatur abhängig. Bei Wasser 
hat nach den bisherigen Versuchen die Höhe des Drucks p so wenig 
Einfluss auf a«, dass selbst der Sinn dieses Einflusses noch nicht 
zuverlässig festgestellt werden konnte. 

Gesättigte Dämpfe. Für gesättigte Dämpfe mit Flüssigkeits- 
beimischung hat man 

(5) r=ux + W, 

wenn x die specifische Dampfmenge (Gewicht reinen Dampfes in 
1 Kilogramm Gemisch), W das specifische Volumen der tropfbaren 
Flüssigkeit und 5 = w + TF dasjenige ihres reinen Dampfes beim 
augenblicklichen Drucke p bedeuten. Sodann lässt sich für adiaba- 
tische Zustandsänderungen gesättigter Dämpfe, insbesondere des 
Wasserdampfes, von nicht zu hohem Flüssigkeitsgehalt nach Eankine 
näherungsweise setzen 

(6) ^ F"» = Const, 

worin m von p und V unabhängig ist. Wir erhalten damit 

und aus (1) die Schallgeschwindigkeit 



(8) c =* Ymgp V = Ymgp (ux + W). 

Auch hier dürfen wir an Stelle der augenblicklichen p, V diejenigen 
im ungestörten Zustande setzen, das kleine W kann eventuell ver- 
nachlässigt werden. 

Für gesättigten Wasserdampf ist nach Zeimer anzunehmen 

m = 1,135 + 0,1 X, 

worin sich x auf den Anfangszustand, hier also auf den ungestörten 
Zustand, bezieht. Wir erhalten danach für nahezu reinen Wasser- 
dampf von p Atmosphären Druck 



c — yi,lSb ■ 9,8089 • 


10333 i)F= 339,2 KpF, 


lind beispielsweise 




^P- 10 1 


2 6 14 Atm 


mit r — 14,553 1,6505 


0,8599 0,3064 0,1383 cbm 


c= 409 436 


445 460 472 m. 



Verwendet man die von Zeuner für eine Anzahl Dämpfe in 
reinem gesättigtem Zustande gegebene Besdehung 

(9) pV-~a, 

Weyrauch, Theorie elastischer Körper. 17 
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worin n, a Oonstante bedeuten^ so folgt aus (8) 

j_ 

(10) c = Ymg (ai)»~0*"- 

Speciell für reinen Wasserdampf von p Atmosphären Druck erhält 
man mit n = 1,0646 und a = 1,7049 

c = 1/1,135 • 9,8089 • 10333 • (l,7049 |)0,o646)2,i292 = 435,7 p0.03034^ 

also beispielsweise f ür i? = j-r 1 2 6 14 Atm. 

c = 406 436 445 460 472 m 

in guter Uebereinstimmung mit den oben berechneten Werthen. 

üeberhltzte Dämpfe. Für überhitzte Dämpfe entnahm der Ver- 
fasser aus Versuchen Hirnes mit Wasserdampf die Beziehung (Neue 
Theorie der überhitzten Dä^ipfe, Berlin, Gärtner 1876, Zeitschr. d. 
Vereins deutscher Ing. 1876 und 77) 

(11) p{V-S) = Rt. 

Darin bedeuten R eine Constante, S das dem augenblicklichen 
Drucke p entsprechende specifische Sättigungsvolumen, r = T — T, 
die Ueberhitzung oder Erhebung der augenblicklichen Temperatur T 
über die dem p entsprechende Sättigungstemperatur T,. Da für 
idealpermanente Gase die Ueberhitzung gleich der absoluten Tempe- 
ratur und das Sättigungsvolumen gleich dem von den Theilchen 
wirklich ausgefüllten Räume M ist, so entspricht jenen 

p{V—M)=^BT, 

welche Beziehung Duhring auf speculativem Wege (Neue Grund- 
gesetze d. rationellen Phys. u. Chemie, Leipzig 1878) und Amagat 
aus Versuchen für Gase erhalten haben. Durch Vernachlässigung 
von M entsteht das Mariotte-Gay-Lussac'sche Gesetz 

pV=BT. 

Setzt man in (11) R:p=^0, so folgt für überhitzte Dämpfe 

(12) r=0t + S, 

ganz analog der für gesättigte Dämpfe gültigen Formel (5), indem 
sowohl ^, /S als w, TF Functionen von p allein sind und r sowohl 
als X das Maass der Entfernung vom unteren Grenzzustande bildet, 
welchem S oder W entspricht. Wie die Formeln für gesättigte 
Dämpfe, so sind diejenigen für überhitzte als Näherungsformeln an- 
zusehen. Auf Grund von (11) liefert nun die mechanische Wärme- 
theorie 

^^^^ SV ~ ß AB BT^ 

V 
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unter Ay Cp, Ct, das calorische Arbeitsäquivalent und die speeifischeu 
Wärmen bei constantem p und eonstantem V verstanden. Damit 
folgt aus (2) die Schallgeschwindigkeit in überhitzten Dämpfen 



(14) c - '-iy: 



AT ^ 



Nach Begnaulfs Versuchen mit Wasserdampf scheint Cp bei 
bestimmtem p fast constant zu sein. Denkt man sich während der 
hier in Frage kommenden geringen Aenderungen von p^ V ein 
mittleres Cp verwendet, so führt (11) für adiabatische Zustands- 
änderungen auf (6) mit constantem 



m = 



Cp-AB 



welche Beziehung auch bei Versfichen von Hirn und Cazin mit 
Wasserdampf nahezu erfüllt war. Wir erhalten demnach für über- 
hitzte Dämpfe zunächst wie oben für gesättigte und dann mit Rück- 
sicht auf (11) 

(15) c = YfngpV = c, + yrngBr, 

worin 



(17) { 



(16) c, = YmgpS 

die Schallgeschwindigkeit bei gleichem Drucke für r = bedeutet. 
Für Wasserdampf speciell erhält man mit m =— , JR = 50,88, 
wenn p in Atmosphären ausgedrückt werden soll, 

c = 367,6 ypV= Cs + 25,80 Y^ 
c, = 367,6 ypS 
und hieraus beispielsweise 

für p = ^ 

T = c, = 443 
r = 100 c = 701 
r = 400 c = 959 

Dass die Werthe c, wesentlich grosser als die oben für reinen ge- 
sättigten Dampf berechneten Schallgeschwindigkeiten sind, liegt an 
den zur Verwendung gekommenen verschiedenen m. Die oben und 
hier berechneten Werthe müssen danach in dem constanten Ver- 
hältniss 



1 


2 


6 


14 Atm. 


472 


482 


498 


512 m 


730 


740 


756 


770 


988 


998 


1014 


1028. 



VtWb - 0,9226 



17 
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stehen. Erstere würden nur gelten^ wenn der Dampf anfangs etwas 
unterhalb des reinen gesättigten Zustands war, letztere nur, wenn 
zu Anfang eine geringe üeberWteung stattfand, ohne dass deshalb 
beim Durchschreiten des rein gesättigten Anfangszustandes eine 
mathematische Unstetigkeit stattzufinden braucht; da der Dampf 
sich dann, wie schon in gewisser Nähe desselben, abwechselnd con- 
densirt und überhitzt. 
Setzen wir 

(18) p«T.-^, 

SO iässt sich (11) auch schreiben 

(19) i)F=E(r-P), 

eine Form, welche mit anderm, speciellerem Ausdrucke für P zuerst 
Zeuner anwandte und mit welcher sich unter Anerkennung von (6) 
aus (15) ergibt 

(20) c^ymgB{T—P). 

Die Gleichungen (13)— (20) gehen für e^,— c„=^B, 8=0, t=-Tj 
P zs in die unter Voraussetzung des Mariotte-Gay-Lussac'schen 
Gesetzes gültigen über. 

§ 97. Grandgleiohnngen für Sohwingangen beliebiger 

iflotiroper Körper. 

Wir geben in diesem § die Grundgleichungen zur Untersuchung 
elsatischer Schwingungen isotroper Körper ohne Rücksicht auf die 
Anschauungen und Resultate des XI. Abschnitts. 

Erste Ableitung. Für beliebige Schwingungen der Theilchen 
um ihre Gleichgewichtslagen entnimmt man aus § 65 






worin ft die specifische Masse im an:ßlnglicheny ungestörten Zu- 
stande und 

(^) ^ = äi + ä^ + d]f 

die Dilatation bedeutet. Setzt man für gleichzeitige Aenderungen 
Ton p und co 

(2) 1> = A«), f£ = «, 
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so lassen sich obige Gleichungen auch schreiben 



(3) 



dt* 

dt* 

dt* 



G — e dm , G .9 



fk OB ' fl 

Wir haben also drei Gleichungen für die drei Functionen g, iy, g 
der Unabhängigvariabeln x^ y, z^ t 

Durch zweimalige Differentiation von (1) nach t folgt 



CO 



dx dt* "T" 



a»i? 



ä + 



a»t 



dt* dxdt* 1 dydt* ^ dz dt* ' 

und indem man die aus (3) folgenden Werthe der Differentialquo- 
tienten rechts einsetzt 



(4) 



CO 



2G — e 



A«iö. 



dt* II 

Diese nur noch eine Function der Unabhängigvariabeln enthaltende 
Beziehung lässt sich in bekannter Weise lösen. Mit G = gehen 
sämmtliche Gleichungen in die für Flüssigkeiten gültigen über. 

Zweite Ableitung. Mindestens unter Voraussetzung constanter 
Temperatur, also z. B. für Schwingungen des freien Aethers, sind 
genauer als die zuerst angeschriebenen Gleichungen folgende aus 
§ 66 entnommenen 



dy dy 



d*S 



worin o durch (1) bestimmt bleibt. Nimmt man die Beziehung (2) 
hinzu, so treten an Stelle von (3) 

(d*^ ^ 

u dx 



(5) 



dt* 

d^ri 
dt* 

a«f 

dt* 



H — e dm , 2G — H .o^ 



H — c aco 
H — e dm 

dz 



+ 
+ 



2G^H 
2G-H 






(l OZ ' fb 

womit ganz wie oben die Gleichung (4) entsteht. Unsere Gleichungen 
gehen jetzt mit (r = J? = in die für Flüssigkeiten gültigen über. 
Zusammenfassung. Führen wir als Bezeichnungen ein für die 
erste Ableitung 

(6) c«_^^-:ili, C^ = ^ 
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und fBr die zweite Ableitang 

SO lauten die Gmndgleichungen für elastische Schwingungen be- 
liebiger isotroper Korper nach beiden Ableitungen 



(8) 






(9) |^ = c«A««.- 

Auch hier wie in § 93 entspricht der Differentialquotient (2) adia- 
batischen Aenderungen von p^ d, weicht aber nur für die bereits 
behandelten Gase und Dämpfe wesentlich von demjenigen für con- 
stante Temperatur ab und ist für Schwingungen des freien Aethers 
mit diesem identisch. Mit (7=0 gehen die Formeln (6) — (9) in 
die für Flüssigkeiten gültigen über. 

Die Losung unserer Grundgleichungen (z. B. in § 98) ergibt, 
dass in homogenen isotropen Medien nur Longitudinalschwingungen 
und Transversalschwingungen vorkommen können^ die sich mit ver- 
schiedenen Geschwindigkeiten und also getrennt von einander fort- 
pflanzen. Die ersteren sind Potentialschwingungen mit Dilatation 
von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit c, die letzteren Schwingungen 
ohne Dilatation von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit C. Da beide 
Arten von Schwingungen nicht immer gleichzeitig interessiren^ so 
führen wir noch die Grundgleichungen zu gesonderten Untersuchungen 
derselben an. 

Potentialschvnngnngen. Für solche hat man nach § 30^ (5) 

womit die Gleichungen entstehen 

dt* ~^ dx' 

dn_Jidm 

^at* ~^ dz' 

(11) .£^ = o«A««,, 



(10) 



dt' 



wie wir sie» bereits für Flüssigkeiten fanden. Neben ihnen gelten 
selbstverständlich die Beziehungen des III. Abschnitts und ins- 
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besondere auch diejenigen der §§ 30, 31. Nach vorstehenden Formehi 
sind beispielsweise die Schallschwingongen zu beurtheilen. 

Schwingimgen obte Dilatation. Für diese haben wir nach 
(8) (1) die Gleichungen 



(12) 



g5 = C«A^, 
= C*A»e, 



(13) - = a4 + U + a4' 

neben welchen die allgemeinen Beziehungen des III. Abschnitts, 
jedoch nicht diejenigen der §§ 30, 31 gelten. Nach den jetzt er- 
haltenen Gleichungen sind beispielsweise die Lichtschwingungen zu 
beurtheilen. 

§ 98. Einfache Sohwingougen isotroper Körper. 

Es handelt sich nun darum, festzustellen, unter welchen Vor- 
aussetzungen einfache Schwingungen der im XL Abschnitte be- 
trachteten Art und damit auch die daraus combinirten Schwingungen 
(§ 7ö) in isotropen Körpern möglich sind. Dies ist dann der Fall, 
wenn die für einfache Schwingungen gültigen Beziehungen eine 
Lösung der Grund gleichungen des vorigen § bilden. Die Schwin- 
gungen mögen von einem Punkte S ausgehen. Für die dem Punkte m 
der Anfangslage M unendlich benachbarten Punkte sind Amplitude a 
und Fortpflanzungsgeschwindigkeit c als constant anzusehen. Wir 
wählen S (oder einen zwischen S und M gelegenen Punkt -4., § 91) 
als Ursprung der Goordinaten, womit sämmtliche Beziehungen des 
§ 91 gelten. Machen wir davon Gebrauch, zunächst in den der 
ersten Ableitung entsprechenden Gleichungen § 97, (3), so folgen 
für ein Theilchen bei m 

Gq> + (G — e) a cos {rl) — ftg^c^ = 0, 

(1) G% + iß — e) ß cos {rl) ~ iLx<? = 0, 

Gil) + {G — e)y cos (rl) — ft^c^ = 0. 

Diese Gleichungen multipliciren wir der Reihe nach mit a, ß, y 
und erhalten durch Addition mit Rücksicht auf § 91, (2) (4) 

(2) (2G — e ~ ftc«) cos {rl) = 0. 

Werden die Ausdrücke des § 91 in den der zweiten Ableitung 
angehörigen Gleichungen § 97, (5) verwendet, so erhält man au 
Stelle von (1) 
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U2G - H)q> + {H — e)a cos (rl) — fiqx:» = 0, 

(3) j(2ö -H)x + {H-^e)ß cos (r?) — ft;tc» = 0, 
l(2ö — S)ilf + {H'- e)y cos (rZ) — ft^c» = 0, 

woraus bei gleichem Vorgehen wie oben wieder Formel (2) ent- 
steht. Dieselbe hat zwei Lösungen, welche Longitudinalschwingungen 
und Transversalschwingungen entsprechen. 

Longitudinalschwingungen. Die erste Lösung bildet 

(4) «* = '-^, 
womit aus (1) oder (3) folgen 

(p = a cos (rZ) , X'^ ß ^^^ (^0 > ^ = y cos (rt) . 
Multiplicirt man diese Gleichungen mit a, ß, y und addirt, so ent- 
steht 

1 =: cos* irX), 

Gleichung (4) führt demnach auf Longitudinalschwingungen und 
liefert die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c derselben. Sie lässt sich 
je nach Umständen noch anders ausdrucken. 

Transversalschwingungen. Die zweite Lösung von (2) liefert 

cos (rZ) == 0, 

wir haben dann Transversalschwingungen. Für die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit derselben ergibt jede der Gleichungen (1), welche 
der ersten Ableitung entsprechen, 

(5) <?" = !, 

und jede der Gleichungen (3), welche die zweite Ableitung ergab, 
(6) g«= ^G^K 

Isotrope Körper gestatten also von einfachen Schwingungen nur 
Longitudinalschwingungen und Transversalschwingungen, aus wel- 
chen dann auch alle anderen auf einfache Schwingungen rückführ- 
baren Schwingungen combinirt sein müssen. 

§ 99. Fortpflanzungsgesohwindigkeit in isotropen Körpern. 

Im vorigen Paragraph ergab sich die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit von Longitudinalschwingungen 

(1) o-ySHi „a ,_^, 

und diejenige von Transversalschwingungen nach der ersten Ab- 
leitung 
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(2) (^-Vf' 

sowie nach der zweiten Ableitung bei constanter Temperatur 

(3) o_|/?5HT_l/5fT. 

Der Dififerentialquotient in (1) entspricht einer adiabatischen Zu- 
standsänderung, welcher nur für Aetherschwingungen mit der iso- 
thermischen identisch gilt. Doch wurde bisher allein bei der Schall- 
geschwindigkeit von Flüssigkeiten die Temperaturänderung seit 
Laplace gewöhnlich durch eine Correction der Newton'schen Formel) 
berücksichtigt. Wir wollen in diesem Paragraph ebenfalls den Ein- 
fluss der Temperaturänderungen vernachlässigen, im nächsten Para- 
graph aber darauf Rücksicht nehmen. 

Erfahrangsformeln für feste Körper. Auf Grund von Erfahrungs- 
resultaten ergaben sich in § 50 für isotrope feste Körper 

(4) p = Jr-2G—^^, 2G{a + l)^EB==J^- 
Hiemach erhält man aus (1) 

(5) ^ = J^.- 



doD s — 2 



und bei Vernachlässigung der Temperaturänderung die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit von Longitudinalschwingungen, beispielsweise 
Schallsch wingungen, 



w '=V7^T--vm 



— 1 s JE 



s + 1 it 



Das Verhältniss zur Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Transversal- 
schwingungen wird damit 

Diese Gleichung liefert 

für fi= 3 3,25 3,5 3,75 4 
c:C= 2 1,90 1,82 1,77 1,73. 

Zuverlässige directe Versuche über die Schallgeschwindigkeit in 
festen Körpern liegen nicht vor. Setzt man g = 9,8089, der theoreti- 
schen Ableitung entsprechend £=4 und für Eisen i;=20000000000kg 
per qm, (ig = 7700 kg per cbm, so folgt die Schallgeschwindigkeit 
im Eisen c =» 5530 m oder 16,64 mal so gross wie nach Moll und 
van Beck in trockener atmosphärischer Luft von O^C. Chladni leitete 
aus Schwingungen von Stäben die Zahl 16,7 ab. 
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Beliebige isotrope Körper. Nach der ersten theoretischen Ab- 
leitung in § 57 haben wir 

(8) |, = p + cTt - Ga, 
wonach in (1) 

(9) e^J^-G. 

Bei Yemachlässigong der Temperaturandeningen folgt damit 

(10) «=K?' 

und das Verhältniss der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten longitu- 
dinaler und transversaler Schwingungen 

(11) ^ = y3"= 1,732. 

Die Formeln (10) (11) stimmen mit den nach (6) (7) im Falle « = 4 
für feste Korper gültigen fiberein. Für letztere ist in (10) G = ^E, 
sodass auch wird 



-VW 



oft 

Die zweite theoretische Ableitung in § 58 liefert bei constanter 
Temperatur 

(12) |) = P — fiai, 2G = 2H—P, 

unter P den Druck im anfanglichen ungestörten Zustande verstan- 
den. Damit folgt 

(13) e H, 

und wir erhalten aus (1) (3) 



(u, ._|/!S?_i/«_ 



— P 1 

~9 ' I 



0^) i-VU-t-i-V^+s"^- 

Für feste Körper gehen diese Gleichungen mit P = 0, H = G in 
(10) (11) über. 

§ 100. Berüoksiohtigiing der Temperaturändemng. 

Um die Schallgeschwindigkeit beliebiger isotroper Körper mit 
Rücksicht auf die Temperatur berechnen zu können, müssen wir die 
von einfachen Longitudinalschwingungen herrührenden Spannungen 
ableiten. Nach § 92, (3) ist für Longitudinalschwingungen die Com- 
ponente der Totalverschiebung r« von Punkten der anfanglichen 
Richtung n in der Richtung s 
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(1) Sn = n,= j-q cos (In) cos (Is) , 

wobei die Richtung r der positiven Elongationen mit der Fort- 
pflanzongsrichtung { übereinstimmt. Mit (1) geben nun sowobj die 
Erfahrungsformeln für feste Körper, wie die beiden theoretischen 
Ableitungen die Componente der Totalspannung Rn des Flächen- 
elements der anfänglichen Normalenrichtung n in der Richtung s 

!Sn = Nt=^ 2GSn — P cos (fis) 
= ir^^ ^^^ ^^^^ ^^^ ^^^) — i) cos '(ns) . 

Diese Gleichung liefert mit s = n die Normalspannung 

(3) JVn = - ^Gq cos« (In) - p, 
und beliebige Componenten von Rn senkrecht zu n 

(4) für 5 -L w, Sn= T"^^ ^^^ ('**^ ^^^ ('^^' 

Beispielsweise erhalten wir für n = 1 

N„ ^Gq-p, S„ = 0. 

Bei Longitudinalschwingungen isotroper Körper sind die Spannungen 
beliebiger Wellenflächen normal den affidrten Flächenelementen, 

Betrachten wir nun einen Körpertheil, welcher durch zwei un- 
endlich benachbarte Wellenflächen begrenzt ist. Die Oberfläche 
desselben ist durch constante Normalspannungen 

(5) N= ^Gq +p =p - 2G(o 

afficirt (cd nach § 91 , für N Druck positiv). Daher wird bei con- 
stantem G 

(6) . = || = 2ö+4^ 



m 



worin die Differentialquotienten adiabatischen Zustandsänderungen 
entsprechen. Für solche gibt die Wärmetheorie in unserem Falle, 
wenn k das Verhältniss der specifischen Wärmen bei constantem 
Drucke N und constantem Volumen V bedeutet und Differential- 
quotienten in Klammem sich auf constante Temperatur beziehen, 

SV ~~ '^\dv)' 
oder auch, wegen YdcD = dV, 

Es folgt damit aus (6) 
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(8) e = 2(^ + Ä(4J), 

und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit vonLongitadinalschwingungen 



Sollten neben den betrachteten Longitudioalschwingungen gleichzeitig 
noch andere Verschiebungen bei m eintreten^ so lässt sich Gleichung 
(9) nach dem augenblicklichen Stande der Wärmetheorie nur dann 
als bewiesen ansehen, wenn beim Zusammenwirken beider die Span- 
nungen normal den Wellenflächen bleiben. 

Erfahrungsformeln ffir feste Körper. Mit § 99, (4) wird nach (5) 
woraus bei constanter Temperatur 

(W) O — 2e:-^- 

Daher erhalten wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Longi- 
tudinalschwiugungen (Schallgeschwindigkeit) mit Rücksicht auf die 
Temperaturänderung 

und ihr Yerhältniss zur Fortpflanzungsgeschwiudigkeit von Trans- 
Tersalschwingungen 

(12) ^ = 1/2^^- 

Bei Vernachlässigung des Temperatureinflusses wäre Ä; = 1 zu setzen, 
womit die Formeln § 99, (6) (7) entstehen. 

Beliebige isotrope Körper. Mit § 99, (8) liefert (5) auf Grund 

der ersten theoretischen Ableitung als von den Schwingungen allein 

herrührend 

N^Jt-SGcß. 

Hieraus folgt bei constanter Temperatur 

(13) (f^) = - 30^, 
sodass nach (9) für beliebige isotrope Körper 

(14) c^y^ 

und das Verhältniss beider Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
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(15) ^ = yu = 1,732 yjc. 

Diese Formeln stimmen mit den nach (11) (12) mit £ == 4 för feste 
Körper gültigen überein. Für letztere hat man dann auch 



Setzt man nach Edlund 

für Süber Messing Kupfer Stahl Gold Platin 

*= 1,0203 1,0170 1,0168 1,0098 1,0091 1,0068 

so folgt c : = 1,750 1,747 1,746 1,741 1,740 1,738 

während bei Yemachlässigung der Temperaturänderung mit Je = 1 
das Verhältniss für beliebige isotrope Korper 1,732 wird. 

Nach der zweiten theoretischen Ableitung sind G, H nicht con- 
stant, wenn eine Temperaturänderung stattfindet. Wollte man in 
jedem Falle Mittelwerthe einführen, so würden die Gleichungen (9) 
und § 97, (5) gültig und darin wegen 

jp = P + eT^r — JBTo 

nach (5) von den Schwingungen herrühren 

N=Jt — {2G + H)(o. 

Wir erhielten also 

und an Stelle von (14) (15) 



«-V>^+^. 7-V^15 



R 



Doch ist damit wohl bei veränderlicher Temperatur keine grössere 
Genauigkeit als oben zu erreichen, während für den Fall constanter 
Temperatur mit Ä; = 1 die bereits gegebenen Gleichungen § 99, (14) 
(15) daraus entstehen. 

§ 101. Sohwingtuigen anisotroper Körper. 

Für beliebige Schwingungen der Theilchen um ihre Gleiph- 
gewichtslagen entnimmt man aus § 61 ^ 

dx ^ dy ^ de ~'^ dt* ' 



(1) 



\ dx ^ dy ^ dz ^ dt^ ' 
dZ^ dZ^ dz^ dn 

dx '^ dy'^ dz ""^"F^' 
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worin fi die specifische Masse im anfänglichen ungestörten Zustande 
bedeutet. Hiernach konnte die Untersuchung elastischer Schwingungen 
ohne Bücksicht auf die Anschauungen und Resultate des XL Ab- 
schnitts vorgenommen werden. Die Spannungen sind nach der ersten 
Ableitung durch § 53^ nach der zweiten durch § 54 und speciell für 
Körper mit Elasticitätsaxen durch § 55 oder § 56 bestimmt. 

Es handelt sich nun wieder darum^ zu untersuchen^ in welchen 
Fällen einfache Schwingungen der im vorigen Abschnitte behandelten 
Art und alle daraus combinirten Schwingungen in unseren Körpern 
möglich sind, oder mit anderen Worten, unter welchen Voraus- 
setzungen die für einfache Schwingungen gültigen Beziehungen eine 
Lösung der obigen Gleichungen bilden. Die Schwingungen mögen 
vom Punkte S ausgehen. Für die einem Punkte m der Anfangs- 
lage M unendlich benachbarten Punkte sind die Amplitude a und 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit c als constant anzusehen. Wir legen 
den Ursprung der Coordinaten in einen Punkt A zwischen 8 und M 
(für heterogene Körper müsste AM wegen noth wendiger Homogeni- 
tät um die Streckenpunkte unendlich klein sein), womit die Be- 
Ziehungen des § 91 gelten. 

Nach den der ersten theoretischen Ableitung entsprechenden 
Spannungsausdrücken des § 53 erhält man mit den Bezeichnungen 

An = a{Ax% + /3(A^^Ay)n + y(Ax'Az\, 

(2) { Bn = a{Ax Ay«)n + /3(Af/«)„ -f y(Ay« A^)„ 
a = a(AxAis')n + /3(Ay A^)„ + y(AA; 

«n = a(Aa^Ay)n + ß(Ax'Ay)n + Y{Ax£^yA0)n, 

(3) { fön = a{Ax'Ais)n + ßiAx Ay A^)« + y(Ax Lz^)n, 
e« = a{AxAyAfi)n + ß{Ay'Ais)n + yiAyAz'^, ^ 

die Componenten in den Richtungen x, y, a des von den Schwingungen 
allein herrührenden Theils der Totalspannung J2„ auf ein Flächen- 
element der anfänglichen Normalenrichtung n bei m 



(4) 






Hierin stellen %n, i})t> &• Q^ch § 52, (3) den Einfluss der mit den 
Schwingungen verbandenen Temperatnrändemng dar. Für die Ab- 
leitungen dieses und des folgenden Paragraphen wird angenommen, dass 
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ein solcher Einfluss nicht in Betracht kommt Denken wir uns in 
(4) der Reihe nach n ^= x,y,0 gesetzt^ so entstehen die Ausdrücke für 

Bilden wir ihre partiellen Differentialquotienten nach x, y^ unter 
Beachtung von §91, (17), substitutiren dieselben, zugleich mit den 
Ausdrücken § 91, (11) in (1) und fuhren als abkürzende Bezeich- 
nungen ein 

IÄ = aAa' + ßAy + yÄz , 
B = aB, + ßBy + yB,, 
C=aG, + ßCy+yCz', 

(6) a5=aSB. + /3SB, + ya3„ 

so ergeben sich die folgenden Bedingungsgleichungen für einfache 
Schwingungen 

%q> + Bx + ^^=li(?Xy 

Wir eliminiren aus der ersten und zweiten 1/;, aus der ersten und 
dritten %, setzen 

S, = {iiL(? — A)^ + ^%, 

S2 = (^c2- 5)6 + 3135, 

\8^ = {iLC^ — G)% + 356, 

und erhalten die Ausdrücke 

(9) Z-^' 



(8) 



S,f' 






Substituirt man dieselben in 
SO entstehen mit 

(10) w=yi8,s,)* + {SAy + {s,s,y, 

die Gleichungen 



(11) 






X 



w 



^ = 



w 



Verwendet man in (8) irgend eine mögliche Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit c, so ergeben sich aus (10), (11) mit den beiden Vorzeichen 
von W die zwei einander entgegengesetzten Schwingungsrichtungen, 
welchen dieses c entspricht. 
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um die möglichen Fortpflanzongsgeschwindigkeiten za erhalten, 
setzen wir die ÄnsdrOcke (9) und dann die Werthe der S nach (8) 
in eine der Bedingungsgleichnngen (7) ein, womit entsteht 

(12) 1^^ ~ ^^^'*'' "" ^)''*^ "" ^^ - ^^"^ - ^)®' 

1 — 0«c* — J?)6« — Oic»~(7)««-2«»6 = 0, 

oder nach Potenzen Ton 

(13) * = |i<? 

geordnet 

jA» — A*(^ + J? + C) 

I - {ABC + 2«»6 — ^«2 - JB6* - CV) = 0. 

Da die mogliehen iic^ nach § 102 durch die Halbaxen eines Ellip- 
soids dai^esteUt sind, so hat die cnhische Gleichnng (12) oder 

(14) drei im Allgemeinen yerschiedene reelle Wurzeln, womit aach 
im Allgemeinen drei yerschiedene Forpflanznngsgeschwindi^eiten 
exisiiren, welchen ebensoyiel besondere durch (11) bestimmte 
Schwingungsgeraden entsprechen. 

Wir sind oben bei Bildung der Ausdrflcke f&r Z«, Ji., Zn von 
der ersten theoretischen Ableitung angegangen. Verwendet man 
statt dessen die der zweiten theoretischen Ableitung entsprechenden 
Formeln § 54, (6) (8), so ergeben sich mit den Bezeichnungen (3) 

und 

A. = a(Aj^^ + ^(Ax»Ay). + y(Aa;«Aiy). 

+ a(3E. - I.) + ßi% - vn) + y(3. - e.), 

B. = a{AxAf). + ß{£if)u + y(Ay«Ar). 
+ «(3E. - 6.) + ^(S. - 1?.) + y(3. - &.), 

C. = a{AxAs% + /J(Ay A^. + y{A^\ 
+ a(3E. - 6.) + /»(g. ^ 1,.) + y(3. - W, 



(15) 



wieder die obigen Gleichungen (4), womit auch alle weiteren Be- 
ziehungen dieses und des folgenden Paragraphen gültig bleiben. 
Die Resultate der beiden Ableitungen weichen aUe nur bezuglieh 
der Ausdr&cke f&r die A^, B», C. beliebiger n Ton einander ab. 

§ 102. Das PolariiHrtioniifillipiioirt 

Multipliciren wir die Bedingungsgleichungen wirklicher Schwin- 
gnngBriehtungen § 101, (7) der Beihe nach mit 9, %, if, addiren 
und geben der einer erentnellen Schwingungsrichtung r(y, 2, ^) 
entsprechenden Fortpflanzung^esehwindigkeit den Index r, so folgt 

(1) |iiv* = Aip^ + B^ + Ci^ + 2«9x + 2»xt + 2«t9. 



(2) 
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Diese Gleichung ist von der in § 5 behandelten Form (3). Nach 
ihr allein würden je nach den Schwingungsrichtungen r unendlich 
viele Fortpflanzungsgeschwindigkeiten Cr möglich sein^ deren mathe- 
matische Maxima und Minima sich aus § 5 finden mit n «^^ r, 
q> = liCr^, a^Ä, 6 = 5, c = C, d = 2l, 6=», /*=©. Man 
erhält dann die im vorigen Paragraphen für die wirklichen Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten oder h == [ic^ gefundenen Formeln, so 
dass die drei wirklichen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten die Maxima 
und Minima sämmtlicher durch (1) bei beliebigen q), X) ^ ^^^~ 
gedrückter Fortpflanzungsgeschwindigkeiten sind. Dass nur diese 
drei der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten (1) actuell werden, rührt 
daher, dass zwischen c und q), Xi ^ neben (1) auch die speciellen 
Bedingungen § 101 (7) erfüllt sein müssen. 

Betrachten wir nun zunächst alle durch (1) bei beliebigen, r 
bestimmten Fortpflanzungsgeschwindigkeiten. Wir führen als Hülfs- 
function ein 

frs = Äq) cos {sx) + Bx cos (sy) + (7^ cos (sz) 

+ 21 [9 cos (sy) + X cos (sx)] 

+ 89 [;c cos (sd) + ^ cos (sy)l 

+ S [^ cos (sx) + q) cos {s0)\ 
und haben dann speciell 

(3) frr = (ICr^, 

ifr.^Äq> + ^X + ^t. 

(4) \fry = Bx + ^q> + ^rl^, 

yfr. = ct + ^x + ^9^, 

sowie nach (1) und (2) 

(5) [icj^ = Ä, (iCy^ = B, (iCz^ = (7, 

(6) f^ = % fyz = ^^ U = ^. 
Multiplicirt man die Gleichungen (4) einmal mit 9, ^j, ^, ein anderes 
Mal mit cos(sa;), cos(5j/), cos(s^) und addirt in beiden Fällen, so 
folgen die allgemeinen Beziehungen 

(7) ftCr* = q>frx + Xfry + '^fr», 

(8) frs = frx COS {sx) + fry COS {sy) + frz COS {sz). 

Für die wirklichen Schwingungen hat man ftCr^ = ftc^ = Ä 
und neben vorstehenden Gleichungen nach (4) und § 101, (7) noch 
die folgenden 

(9) frx == Ä9>, fry = hx, fr* = Ä^, 

also aus (8) bei beliebigem s 

(10) fra = h cos (rs). 

Weyrauohf Theorie elasUaoher KOrper. 18 



274 Zwölfter AbBchnitfc. — § 108. 

Wenn die Richtung r {(py x^ ii) wirklichen Schwingungen entspricht, 

so ist fwr alle m r senkrechten Richtungen s die Function fn = 0. 

Es seien nun \, \ zwei wirkliche ftc* und r^, r^ die zugehörigen 

Schwingungsrichtungen y dann hat man das eine Mal mit h = \, 

r = r^, 5 = ^2, und das andere Mal mit Ä^Äg, >* =» ^2; s=^r^ 

nach (10) 

fr» = \ cos (ri^a) = A3 cos (r^r^), 

und weil \, h^ im Allgemeinen von einander verschieden sind^ so 
muss im Allgemeinen cos (r^r^) = sein. Die drei wirklichen Schwin- 
gtmgsgeraden eines Punktes m schliessen mit einander Winkel von 90® 
ein und ßlr je zwei derselben ist frs = 0. 

Denken wir uns die Coordinatenaxen parallel den wirklichen 
Schwingungsgeraden von m gelegt^ so sind nach (6) ?l == 85 = ß == 0, 
während die Gleichungen (5) den wirklichen Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeiten entsprechen, für welche wir entsprechend den Schwingungs- 
richtungen Xy y, setzen wollen 

(11) [IC^ =: Ä^y fl(^ = B^y ^C»=(7j. 

Die für beliebige r (9, X9 ^) gültigen Gleichungen (1), (2), (4) 
gehen dann über in die folgenden 

(12) (iCr' = A9' + ^iX' + G,t% 

(13) frs = Ä^tp COS (sx) + BiX cos (sy) + C^^ cos (sis), 

(14) frx = Äi(py fry^B^Xy fr» -=- C^'^f 

und wegen 

»'' + «* + ^ = 1 

folgt mit (14) 

(15) (^)'+ (^)'+ (^) = 1. 

Dies ist die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoids der Halbaxen 
A^y B^y Giy wir können aussprechen: Die PunktCy welche von m aus 
in den Richtungen Xy y, z Coordinaten gleich den Functionen frxj fryj 
fr» bdiebiger Richtungen r und damit radii vectores gleich q in 

(16) q' = fr.' + fry' + fr»' = Ä.'ff' + B,Y + C,V* 

haben y liegen auf der Oberfläche eines Ellipsoids y dessen Halbaxen 
parallel den drei mrklichen Schwingungsgeraden und gleich den zur 
gdmigen umklichen fic* sind. Das gefundene Ellipsoid dient hier- 
nach demselben Zweck, wie des von Cauchy zur Erklärung der 
Doppelbrechung von Kjystallen abgeleitete Polarisationsellipsoid und 
soll deshalb auch so genannt werden, es ist durch §§ 101, 102 voll- 
ständig bestimmt. 

Denken wir uns die rechtwinkligen Coordinatenaxen das eine 
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Mal beliebig und das andere Mal parallel den wirklichen Schwingungs- 
geraden gelegt, so entstehen aus § 101, (14) die folgenden Beziehungen 

(18) lÄB + BC + CÄ--%'^^'--fP = Ä,B, + B,C, + G,Ä,, 

\ ABC + 23195® - Ä^' — B^^ - GW = Ä^B^C^, 

Hiemach ist eine der drei Fortpflanzungsgeschwindigkeiten c gleich 
Null, wenn für ein beliebiges rechtwinkliges Coordinatensystem 
entsteht 

(19) ABC + 28183® — 483« — B(P - G%^ = 0, 
es sind zwei gleich Null, wenn neben (19) erfüllt ist 

(20) ^s + sc + c^-a»-»« — e« = o, 

und es werden überhaupt keine einfachen Schwingungen fortgepflanzt, 
wenn auch noch 

(21) A + B + C=0 

hinzutritt. — Ist eine Portpflanzungsgeschwindigkeit gleich Null, 
so folgt aus § 101, (14) mit (19) zur Bestimmung der beiden übrigen 

(22) h^ — h(A + B + C) + AB + BG+CA-%^-'fd^-'^^ = 0] 

sind zwei Fortpflanzungsgeschwindigkeiten gleich Null, so liefert 
diese Gleichung oder § 101, (14) zur Bestimmung der verbleibenden 

(23) h = A + B + G. ' 

Sind zwei Fortpflanzungsgeschwindigkeiten gleich gross, so ist das 
Polarisationsellipsoid ein Rotationsellipsoid, dessen Botationsaxe in 
die der dritten Fortpflanzungsgeschwindigkeit entsprechende Schwin- 
gungsgerade fällt. Die Schwingungen senkrecht zu dieser können 
nach allen möglichen Richtungen erfolgen. Mit diesem Falle hatten 
wir es schon bei isotropen Körpern zu thun. 
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Fehle rverzeichniss. 

S. 22 ist TT — 1^1 an Stelle W-^Wza setzen. 

S. 47 im Nenner der Formel (8) hat X an Stelle von X ' zu treten. 

S. 84 soll in Fig. 11 der Winkel durch anstatt durch bezeichnet sein. 
S. 112 ist die Nummer (14) an die Formel d<S> »= — pdV zn rücken. 
S. 141 oben hat das erste Summenzeichen den Index n zu erhalten. 

r 

S. 171 soll in Zeile 9 von oben 85 statt 84 stehen. 

S. 231 und 232 ist in Fig. 35 und 36 überall v für g zu setzen. 

S. 263 in Formel 13) ist der Ausdruck für ca gleich Null zu setzen. 



VQrlag von B, G. Teubner in Leipzig. 



Weyrancll, Dr. phil. Jacob J., Professor an der polytechn. Schule 
zu Stuttgart, allgemeine Theorie und Berechnung der 
kontinuirlichen und einfachen Träger. Für den akademi- 
schen Unterricht und zum Gebranch der Ingenieure. Mit 56 
Holzschn. i. Text nnd 4 lithogr. Tafeln. (VII u. 175 S.) gr. 8. 
1874. geh. n. JL 5.20 

„In der vontehenden 172 Seiten umfassenden Schrift hat der Verfasser eise Arbeit 
über kontinuierliche Träger geliefert, welche von keiner denselben Gegenstand behan- 
delnden Schrift an Ausführlichkeit, Gründlichkeit nnd Schärfe übertroffen wird.'^ 

(Liter. Centralbl.] 

,,Die allgemeine Theorie füllt den ersten der vier Abschnitte, in welche das ganze 
Buch geteilt ist, aus; im zweiten wird der EinfluDs einer wechselnden Stellung der Belastung 
untersucht. — Der dritte Abschnitt giebt SpezialföUe des ersten , indem darin besondere Arten 
der Belastung und die einfachen Träger betrachtet werden; der vierte endlich, welcher 
iür den Praktiker ein sehr schätzbares Material enthält, bringt Beispiele yerschieden- 
artiger Träger, teils durchgerechnet, teils angedeutet. — Die Darstellung ist 
kurz aber klar.'* [Zeitschr. d. Vereins Dtsch. Ing.] 

„Ein Werk von so reichem wichtigem Inhalt darf man mit Becht zum Studium jenen 
Lesern empfehlen, welche die Mühe nicht scheuen, sich eingehend mit dem geschilderten 
Teile der Theorie der Brücken zu beschäftigen. — Als eine äufserst schätzenswerte Zugabo 
darf der vierte Abschnitt des Werkes ang-esehen werden, wo Weyrauch die analytischen Metho- 
den auf bestimmte der Bauprazis entnommene Zahlenbeispiele anwendet. Das 
Verständnis wird dadurch in hohem Grade gefördert/* 

[Mitteil. ü. Gegenst. d. Art.- u. Geniewesens.] 

„Das ganze Buch ist mit grofser Klarheit und Gründlichkeit geschrieben. — Von 
grofsem Werte ist der letzte Abschnitt, in welchem Beispiele aus der Praxis ausführlich 
und scharf durchgerechnet und mit vielen praktischen Winken begleitet werden." 

[Zeitsohr. d. Hannöv. Arch.- u. Ing.-Vereins.] 

„Durch direkt aus der Praxis entnommene Beispiele wird die Anwendung der allge- 
meinen Lehren zweckmäfsig erläutert." [Organ f. d. Fortschritte d. Eisenbahnwesens.] 

„Trotz der hervorgehobenen Allgemeinheit der Theorie zeichnen sich die Formeln 
durch grofse Einfachheit aus, so dafs hierin ein besonderer Vorzug des Werkes besteht. 
— Die Anordnung des Stoffes ist derart übersichtlich, dafs die Besultate benutzt werden 
können , ohne die ganze Entwickelung verfolgen zu müssen." 

[Bombergs Zeitschr. f. prakt. Baukunst.] 

„Das Buch wird unter 4et einschlägigen Fachlitteratur eine bemerkenswerte Stelle 
einnehmen und kann sowohl dem Studierenden, der sich mit der Theorie eingehend vertraut 
zu machen wünscht, als auch dem ausführenden Praktiker, der sich Bat über vorkommende 
schwierigere Fälle holen wiU, als willkommenes Hilfsmittel empfohlen werden." 

[Zeitschr. d. bayr. Arch.- u. Ing.-Vereins.] 

„Diese höchst elegante Theorie der Brückenträger ist aufs wärmste zum Studium zu 
empfehlen." [Givilingenieur.] 

über die graphis'^he Statik. Zur Orientirung. Mit 



Literaturverzeichniss. gr. 8. '^4 ^ ..u. n. «^ 1 . — 

„Vorliegende kleine Schrift von 36 öoiten behandelt in kritischer, wohl durchdachter 
Weise die Stellung der graphischen Statik zu den verwandten Wissenschaften und nament- 
lich auch zur älteren und neueren Geometrie. Die Arbeit ist jedenfalls die Frucht ein- 
gehenden gründlichen Studiums, verbunden mit praktischer Erfahrung, und bietet sowohl den 
Lehrern der Mathematik und Mechanik als auch den Ingenieuren der Praxis viel Interessantes 
und Wertvolles." [Zeitschr. d. Hannöv. Arch.- u. Ing.-Vereins.] 

„In dieser Abhandlung weist der Verfasser mit grofser Schärfe nach, welchen Nutzen 
die graphische Methode für die theoretische Entwicklung der Mechanik wie für die Lösung 
praktischer Aufgaben aus derselben ihrer Natur gemäfs gewähren könne, wo sie mit beson- 
derem Vorteil Anwendung findet, und welche Zweige der Wissenschaft sie nicht zu fördern 
imstande sein wird." 

[Zeitschr. d. Vereins dtsch. Ingenieure.] 



Festigkeit und Dimensionenberechnung von Eisen- 

und Stahlconstructionen mit Eücksicht auf die neueren Versuche. 
Ein elementarer Anhang zu allen Lehrbüchern über Eisen- und 
Stahlconstructionen. Mit 4 lithographirten Tafeln. (IV u. 116 S.) 
gr. 8. 1876. geh. n. A 3.60. 

In neuerer Zeit sind in Deutschland, Schweden, England, Amerika ausgezeichnete Ver- 
suche über die Festigkeitseigenschaften von Eisen und Stahl gemacht worden. Ober die greif- 
baren Besultate derselben, soweit sie jeder Techniker kennen mufs, giebt vorliegende Broschüre 
einen Überblick. Die Versuche zeigten, dafs man die Dimensionen der Eisen- und Stahlkon- 



•trokfcionen bisher Rani unrationell bereohnet hat, und dafs die Sicherheit der letzteren im 
allgemeinen, bei sehr bedeutender Materialverschwendung, in bedenklichem Grade hinter der 
erwarteten surttokbleibt. 

Mehrere Verfahren sind behufs Erlangung besserer Besultate ersonnen worden und 
werden bereite rielfach befolglb. Eine kurze Darlegung der Yerschiedenen Yorschl&ge zeigt, 
dafs das Launhardtsohe Verfahren den Vorzug verdient. Dasselbe ist so kl&r und stellt so 
wenig Aiuprttohe, dafs nur seine beschränkte Gültigkeit eine allseitige Anwendung verhindern 
konnte. Es fehlte an einer der Launhardtschen Formel analogen Beziehung far die Festig- 
keit bei wechselnder Beanspruchung auf Zug und Druck. Diese ist im folgenden auf Grund 
der W5 hie rechen Versuche in einfachster Weise abgeleitet. Damit sind alle Grundlagen fflr 
eine bequeme und rationelle Dimensionenberechnung vorhanden. Hoffentlich wird man damit 
nicht warten, bis noch einige Brücken eingestürzt sind. 

Die systematische und, soweit die Vorbedingungen reichen, in sich abgeschlossene Dar- 
stellung, welche hier gegeben wird, nmfafst auch die bisher ganz unberücksichtigten Fftlle, 
wo Konstruktionstelle auf Abscherung beansprucht sind. Es hat keinen Zweck, die alte 
Methode an einer Stelle zu verlassen, an der andern auf ihr zu beharren. Eine verdiente 
Aufinerksamkeit wurde den Nietverbindungen zugewandt, und obwohl dabei der gegen- 
wärtige Stand der Theorie volle Berücksichtigung fand, hat die Einfachheit der Anwendung 
doch nicht gelitten. — Eine Andening der gewohnten statischen Berechnung tritt nirgends 
ein, die Neuerung bezieht sich allein auf die Dimensionenfeststellung, welche indes nicht 
schwieriger wird. 

Clebscll, Dr. A., Prof. an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe [f als 
Professor in Göttingen], Theorie der Elasticität fester Kör- 
per. (XI u. 424 S.) gr. 8. 1862. geh. n. JJ 9.— - 

„Der Herr Verfasser hatte als Lehrer an der polytechnischen Schule zu Karlsruhe Gelegen- 
heit und Beruf, sich aasrührlicher mit den Anwendungren der allgemeinen Theorie der Elastizität 
auf die in der Teclmik besonders wichtigen Fälle zu beschäftigen. Die Resultate dieser Studien 
liegen uns jetzt in einem ziemlich umfangreichen Werke vor, und man kann dem Verfasser nur 
Dank wissen, dafs er unsere deutsche Litteratur um eine Schrift bereichert hat, welche einerseits 
dem Techniker das Erlernen der streng-en Theorie ermörlicht, ihm über die Genauigkeit seiner 
Resultate und die Zulässigkeit der in der Praxis üblichen Voraussetzungen Aufschlußi giebt , anderer- 
seits den Mathematiker belehrt, wie man von den atlgomeinsten Gleichungen der Bewegnngpen 
und des Gleichgewichts elastischer Körper zu speziellen Fällen gelang-en kann , und ihm die ^robe 
Mühe und Zeit erspart, in den Arbeiten der Techniker den Weizen von der Spreu zu sondern. Es 
ergänzt daher dieses Handbuch das berühmte Werk des französischen Physikers Lame, "welches 
vorzüglich die allgemeinen Differentialgleichungen, ihre eleganten Transformationen, die Theorie 
der krystalUnischen Körper und ihre optischen Eigenschaften behandelt, während Herr Clebsch 
ausschfiefBlich unkrystaltinische Körper und deren Verschiebungen durch äufsere Kräfte in Betrach- 
tung zieht." [Literarisches Centralblatt 1863, No. 31.] 

Wiilllier, Dr. Adolf^ Professor der Physik an der königl. polytechnischen 
Schule zu Aachen, Compendium der Physik für Studirende an 
Universitäten und technischen Hochschulen. Zwei Bände. Mit zahl- 
reichen Abbildungen im Text und einer farbigen Spectraltafel. gr. 8. 
geh. 1879. Beide Bände zusammen n. JL 19.20. 

Emzeln jeder Band a n. JL 9.60. 
I. Band: Allgemeine Physik, Akustik u. Optik. (VIII u. 659 S.) 

II. Band: Die Lehre von der Wärme, dem Magnetismus und 
der Elektricität. (VIII u. 703 S.) 

Durch die Herausgabe dieses Kompendiums der Physik kommt der Verfasser dem 
mehrfach und von verschiedenen Seiten ausgesprochenen Wunsche nach, ein kürzeres Lehr- 
buoh für die Studierenden an üniversitättin und technischen Hochschulen au bearbeiten, welche 
zu ihren Fachstudien einer gründlichen Kenntnis der Physik bedürfen, wie Mediziner, 
Chemiker, Techniker der yerschiedenen Bichtungen etc. Der wissenschaftliche Standpunkt des 
Buches ist durch die gestellte Aufgabe gegeben; es soU dem Studierenden, der sieh in der 
Begel in den ersten Semestern mit dem Studium der Physik beschäftigt, einen Überblick über 
den jetzigen Stand der Physik geben. Die mathematischen Vorkenntnisse, welche voraus- 
gesetzt sind, sind deshalb diejenigen, welche Gymnasium und Realschule b^l ernstlichem 
Studium der diesen Schulen zugewiesenen Aufgaben ihren Abiturienten gebt n. Davon aus- 
gehend sind die wenigen Sätze der Differential- und Integral-Beohnung, welche bei einer 
wissenschaftlichen Behandlung der Physik unentbehrlich sind, an denjenigen SteUen des 
Buches, wo sie gebraucht werden, kurz abgeleitet. 

Dem Zwecke des Buches entsprechend ist näheres Eingehen auf die Details ver- 
mieden, es sind keine Zahlentabellen gegeben und die Methoden der Untersuchung nur so 
weit behandelt, dafs der Studierende erkennen kann, wie die Besultate gewonnen worden sind. 

Litteraturangaben sind nicht gemacht; wer diese sowie ein Eingehen auf die Details 
sucht, findet das Erforderliche in des Verfassers Lehrbuche der Experimentalphysik. 



